
�����������	��

������������������������� 

�"!#���%$'&��(� 
*)+&�

��,-
/.0���1��
-�2���

3/465%798;:=<?>A@1BDCFE?@�GH5I@�JK@�L
M�N�M�NPO%Q�4SR?@�L#GHTU465KGV<XWA5I8;Y�46L[Z\8;G^]`_�a�Nb8;5Ic68;5I5?@�G[8�<?Nb8;5Ic68;5I5?@�G[8�<Idfehgji�klk
ml<*W�O
n

o 5I8;:Xp�46c64Sc6ZSqr:Ic�qr4SsI:=<�>9@1BSqrCbE?@2GH5?@�Jl@�Ltp�:Ic�qr4SsI:

uDvIw#x\yHz2{|x
}�~����S�2����� ~\�+���1~��1���S�1��~#���|���b���1���1���1�t���|�2�S��~[�'�#���6�����r� �
�r�1�������b~���~\����~\�-�1�t���=�����*� �������t�S~#���r�2�����V�1���#���|��~#�����S�������2�|���
��~#���2�\� �¡��~\�1~(���������|�¢�|�����H�D�1�|�����2����~��P�H�9���S�6���|���2����~#�b�
���S������~#£ �1��~[���������U�2����¤2�r~[���|�'���1�S¥2�����2�1�����'��~\�1~\�P���2�¦�§�
¨ �S¥1������~P�r�2�������6����¥1�X���©� ~���~#�����r�1~b���r��~D���6��~#���t�|����� ¥1���r�1�
¨ �1�����ª�«�V¥1����~#���|���S~#�1~[�(���2�|��~����1~#���(~#£V�2��~[�����r�S�0��~#�S~#���#�
¬¢�«���1�|���1~#� ~#£ �����1�r~'��~\�����S�����K�1����¤2��~\�=�|�*~#��~\���������#�§���D�#��� �
��¥1��� ���r�S�¦� ¥2�����1�����1�H�­�|��~A��~\���S���1~\�ª�|���®��¥����®��~[���S���1�
���������V¥1�F��~\�����l�S~\�����?�P�H�F��~+�����S��~[���r�D���1�t���|�2�S��~S�I¯'¥1�
���S���K�������D� ~#��~\�������1~����V�1���#�|�j��~#���������|�
��~\�2�H�V�r�S���=���*¥ ���r�r�
�§���«��������¥1��� ���r�S�f�|�2�9���1~��1�H� � �S� ¨ �2�����f��¥2������~\�2�H�V�r�S���
�|��~�~#£V�2��~[����~\�K�*���b�r�6��~#��~\�������1�+��~#���������|� �2�|����~\���b���*����¥1� �
��~[°S¥2~#�2�#~��|�j�S�2��~\���S~\�b�t�|��¥1~\�������t���������2����~[���6���1���|¤��r~[�?�r�
�F��~\�S���S�2�|�2�r�P���|����~±�V¥1����~#� ���*��~\�#�����1�#�

² ³�´ x\ytµj¶
·*{|x[¸¹µ ´
}�~P�V��~ ¨ ~[��������~\�b�������|�?�2����¤2�r~P�S���«��~\°6¥1~\�2��~P�����S�2��~\���
�H�|�������2� �|����¥2�\��~[�����r�S~+�������6���=���9���r��~S�X���1����¤2��~'�P�H�P��~#� �
��~[��~\�S�9~�£ �1��~\���������º��~#��~\���A�|���ª�S~#�1~0�b~[����¥1��~\�`�t��� �r»�~\���
~#�6�P������~©���S�r�6���A� ¥1���r�1�®�­�2�r�S�r�S�����#�|�=�1��� ��~[�����S�P�§�D�P�H�
��~U�"��~\�#�����¼����~\�r~[�^�������½��� ¨ ~#�0�#���2��¥1��� ���r�S�¾��~[����¥1��~[�
�t�­¿[ÀH�Á���r�V¥ ��~0���6��~#���t�|���A���%�"�1�H�S�Â¯'¥2�«�S� Ã�~\��������~����9���
� �������t�S~#���V�V�������1~[��~[���|�=���V�1���#�|�X��~#���������|�X��~#���H�6���������|���
���1~±���1~#�6���r����~\���|�
�1����¤2��~\�����2�|��~#£V�2�r�1�r� ��¥2���9��~\�2�H�V�r�S���2�|���
��~#���2�\���+�©�r�6��~#��~\�������1�P�2�t����~\���©���
��~#�����S�����-��~#�2�H�V�����[ÄV�����
��¥1�P��~����1� � �������S��Ä����D���V�U��¥2�2��~[°6¥1~#�2�#~��|�±���1~f�#�����1��~���~
��~#���������|�'�1����¤2��~����2�|�9���A���2�|��~\�"�V�"�®��~[�������2���1�r�U�������S~
�6¥2����~#���|�j�1���|¤2��~\�\�IÅ1����~�£1�|���1��~�Ä6��~��=¥2���#���2����� ~#����~#�����|�
�����-�1���|¤2��~\�\Æ �|�2�S���l� ~�ÄK�S�1�|�1�l� ~SÄl�S���S�|�l� ~�Ä��2���S���l� ~�ÄK�|���
���#�S� �l� ~���Ç��S���©�1����¤2��~���~#�1��~\��~#�6�������2��~#���t�t���������+�t����~\��~\�
��¥2�\��~[�����r�S~b�����b~P�������6���\�9È=�1~D��¥1�2��~\°6¥1~\�2��~SÄ'É��t�¢�t�Á���1~\Ê9���
���2����~[�®�V�ª�1���|¤2��~0ËÌ¿�Ä=Í Ä�Î1Ä����2�ºÀ �¦È=�2~���¥1�2��~\°6¥1~\�2��~
É¢Ïº�Ð�l� ~\Êb��� �����|��~\�9�6�9�|���l���1~�¤2�S~��1���|¤2��~\�\�

Ñ Ò9Ó6Ô z x Ó ¶"ÕÖµ�yH×
¬¢�Ø���1~¾�����6��~�£V�U�|����~#�����S�����A�S~#�1~Ù�1�|���¡�¡�6¥2����~#�U���
�b~#���1� � �S�r�S����~\�­�2�H�S~`��~\~#�Ú~\�b�2�r�t�S~\�/���Ö�#�r¥�����~#�ª���1~#���
È=�1~\��~Û��~\��¥1�r�����|��~Ü�2��~[��~\�S��~\�Ý�r�ßÞ Ç�����~�à�á Ä¡â+���r�+ã�ã Ä
ä ��~\�-à�átåÐ�������K���1~[��~���~#���1� �1�+~#���1���t�P������� �r���������|�j����¥2����~\���
�r�1���|���������r���1�P�(���2�­¥2��~9ÇX¥�������� ~[�|�®� �������|����~\�(�����t��������¥2�
��������~#���t�������"���V~�æD�#�r~\�S���P������~��������#�D�|�±�1���������2��~©��~�� ¨ ~#~\�

��~#���������|�j�1���|¤��r~[�#��}`�1~#�����2�t����~#���©���+� ~#¤2�1~\�f�6�«�D��¥1� �
��~\°6¥1~\�2��~SÄ1�r�+���+�1�|�'���6�����r�2�r~����A���S�b�2¥ ��~��P�1���������2��~���~����
�����=¥1�1��~\���?���2~+��¥2�2��~[°6¥1~#�2�#~����?���1~#�6���r¤2~\�j�IÈ=�2~\��~+� �������|�2�#~\�
����~ ¥���~[�b����� ������~=���2~'����¥2����~\�����1�(�|�����S���r���2���+Þ Ç�����~�à�áHå��1¥ �
����~ �2�|���H�t�|�����|�1��~ ¨ �1~#�����1~'�1���������2��~���~�� ¨ ~#~\�P�1���|¤2��~\�X�1~��
��~#���1�D�S�"�S~��D���®��~f���1~#�6���r¤2~\�`��¥1�2��~\°6¥1~\�2��~[�#��È=�1~0��� �
�2���6�����1~[�9�2��~[��~\�S��~\�%�r�ÚÞ ���S����à�Î1Ä ä ��~#�-àSá Ä+â��S�§�+ãSãHåF�S���
��¥1��~��|�"¥1�2� ~\�����V�r�1�­��� �#�r���#���=�����|�����^��~#�����������D���2�¦�#�r¥�����~#�
�2����¤2�r~[�X�2�S��~[�P���D���1~\�r� ���r�����������r���F���D���1~�Å1��¥2����~#�������|���2~#�
�������2���������b~[�����2�|��������~#����������� ���2���#~��*¬Á�������1�§æD��¥2�§�����������1~[��~
���1�1���S�S���1~\�K��~#�2��~[��~\�S�I��¥2�2��~[°6¥1~#�2�#~X���V��~����1��~\�b�������|�V���S� �
�#~#� ���#�

ç è¡Ó x\é*µj¶*µ Ô µ�ê�ë
¬¢�«�|�2�����������������jÄ ¨ ~'�V��~ ¨ �S¥1����~#���������|�K�1�|���b���=�(���|�1��~±�r�
¨ �2�����½~\�S������� ¨ �����«��~\�b�������|�?�2����¤2�r~P���2�½~\�����­���S�r¥2�b�
�#������~[���������1�D���"�"�������6�����%�����b~ª�|� ¨ �2�����%���1~­�1��� ��~[���
���­������~\���S~\�K�ìÈ=�1~`�|�����S���r���1�í��~\�S�1�½��~[���S���1���������í���1~
�2�t�����2����~©���2~��t�«�ª������~����2�`���S�2����� ~\���A~\�����`��~\�#�����º���
�2���t�V��� �r�2�+���2~���� ¨ �|�2���1���-���|�1��~��I���b���S��~#��~\�������1����~#���������|�
�V�V���|���2~\�����©���0�����|�����^��~#���rî\~\�¼�6���`��¥1�2��~\°6¥1~#����~ª���2�t�0���
���2����~[�ª�V�­���V¥1����~#��������� ¨ �F�r�U���1~«���|�1��~��­¬¢�6��¥1�r������~\�r�SÄ
���1~0�2��~#��~#��~#�2�#~f���D���U¤2�2�ðïrñ|ò;ó6ô�òA��¥1�2��~\°6¥1~\�2��~[�#Ä ~[�����`���
¨ �2�����­���(�����|��~\�½�V���­ïrñ|ò;óSô#ò��V¥1����~#�(��� ��� ¨ �\�D}½~P��~#��~#�
���(~\�S���P~#��~#��~#�6���|�K���2���������1�r~±����õföø÷�ù�ú�ûÐü[ý ¨ �1~\��~X÷�ùj���X���1~
�2����¤2�r~Pö¹��� ¨ ý����9���2�«ûÐü±���=���1~+þSÿ����S�2��~#����~\�D������~����S�r�6�\�

ç��¹² u�� Ó��	� µ�ytz Ô�
 ë � µ2x[é Ó w[¸¹w �Ö��~#���������|�I�V�6���|��� �
~[�����±���������������+�����
�������#ô����2ô�����ô±�|�2�f�«��~����|�X�1���|¤2��~\�+�����t�
�#���6�����r�«�r�\�?}½~(� ~�¤2�2~(����~#���������|�K�V�V�������1~[�������«������~�Æ
¿S� � ��¥2�2��~[°6¥1~#�2�#~	�h�����6���|���1�r�2�º���¡�|���1�r�����|���Ù���1������~

�|�F�#����¥1���2���r��õ©� È=�1~½���1~[��~�� � �������r���^�0���S�r¥2�b�
�6¥2����~#���0ö�� ������~0�������6����ýP�|��~�Æºö��! |Ä"�$#�Ä����#�\Ä��$%±ý��

Í1� �¦��~��'&`���S�6���|���1���1�)(�� �������r�2���?��� ¨ �\ÆXö�*+ tÄ$*,#�Ä �\�#�\Ä$*,-|ý��
Î2� �Â��~������������½� ~���~#�����r�1~9� ���������2��~A��~#� ¨ ~\~#�ª� ¨ �f�1���|�

¤2�r~[��ö���� ¨ ��ý.*  �|�2�/* # ����� ~#¤2�1~[�«�S���������r� ¨ �\Æ
02143 û�ö�*  ú5* # ý7698;:,<2=?>tõfö�*  ú5� ýA@½õ0ö�* # ú5� ý�>
¬¢�S��¥1�r������~#����Ä 0!143 û����'���1~b��¥1� ����� �r»�~\��~\�2��~[�±�r���H���r¥2~\�
¨ �1~#�f�S�1���A���1~(���r��~��������6���'�����6���|���1~\�����©���2~F��¥1�2��~��
°S¥2~#�2�#~)�¾�|��~±�#���2����� ~#��~\�K�?È=�1~���� ¨ ���#���6�����r�2~\�9�r�B&
�|��~'��¥2���D���2�t�=���2~��1���������2��~ 02143 û�ö�* ü ú5*C-|ý���~#� ¨ ~\~#�«�|�V�
* ü �|�2�D*,-F�|�E&ð��� ��~#��� ¨ ������~±���1��~\���1�����K�

Copyright © by SIAM. Unauthorized reproduction of this article is prohibited 336



È=�2~b�S�S���*���X���2~P�b���1���1�©�|�����S���r���1� ���±������� ~#�6���r���0���r�
�6�V���|���1~\��~\���-Ä2�S�r�S~#�«�V�9�2���r���\Ä�� ��ú &���Ä2��¥2�������2�|�����2~#�
���|���������¾���2~º�1���������2��~¦�b~#�������"���S�2�������|���S�­� ~�¤��1~\�/�|���t��~��
¬�� ~#�6���r¤��\�t�������A�|�-��¥2���P��~\�����S�������V�V�������1~[��~[���\�|�D��~'��� �V�
~#��~\�0�S���D� ¨ �|�¢����~#�0�#�r¥�����~#���r�1�«�1��� ��~\���\��¬¢�f���2~F¤��������#�r¥����
��~#�����1�©���S��� ¨ ~D���1~#�6���r���½���1�6��~ {�µ ´ x\¸¹ê�·*µ�·*w0w[·-vIw\x#yt¸ ´ ê�w
¨ �§���1�r�����1~ �1���|¤2��~\� ¨ �2�S��~����2����~[���t���r¥1~[�?� �#�#¥1�I����~[°6¥1~#�6�����
�r�¦�����V�ª��� ¨ �\�½È=�2~���~\�#���2�U����¥2����~#���r�2�f���S���ª���F���½���1~#� �
���r���f��~#���'�|�X��� ¨ ��&�� ���2�t�������|��~��D�V¥1�F��~\�'���������6���r�S¥1��¥2�
��¥1�����������1�S����� ~\�S���§¤�~\�­�������1~P¤2�������������l������������� ~#�����1�«���1~
~�£1�|���1��~�������~\�^���r�S�A¿=�|���t��~SÄ
	��|�?�r� �#�|�������D¿����*�±��¥1�2�������r�1�
���2����~[�f�V�©�1���|¤2��~DË���¿SÄ
Í ÄjÎ2Ä-�|����À��*È=�1~P��¥2�2���������1�"É��SÊ
�t�+��� �#�t���r�S�©ÎP���'�����|��~\�«�V�«���r�-���1~�¤2��~��1���|¤��r~[�#Ä��|�2�©��¥1� �
���������1�UÉ����1~\Ê«�����|�������1�9�|�'���V�\�t���r�S�½ÀP���������|��~\�©�V�f�|���
���1~
¤2��~D�2����¤2�r~[�#�©È=�1~9��~[�������ª����¥2����~#���r�2�©���S���­���S���1���1~\�����1~
��� ¨ �������t�+���2�|��~±�b�V¥1�F��~\���|�I� �������t�S~#��~\�9��¥1�����������1�S�\�

ç � Ñ u Ô ê�µ�yt¸�x[é � 
 ·-x Ô ¸ ´*Ó }�~0¤2�����9°6¥2���6����î#~©���1~0�V¥ �
�b~\�����D�t���r¥1~[�����®���1~9���|�2�r~�õh���S���½�����P���r�=��~#�b�����t�|��¥1~��
�����1��~[�P�|�2�º��~#�1��~\��~#�6�D~[�����º�t�|��¥1~��Á�����1��~ ¨ �r���¼�ª���V�������
ö¹�|�P���r�1���|��~���ý��I¬¢�F���1~�~#£ �����1�r~[�?���S�2����� ~\��~[���1~\��~ ¨ ~ �2�H�S~
¥2��~[�����V�����������
� ��� ����ñ
�����������������������P��~#�1��~\��~#�6�����1~
�H���r¥2~«���|�2��~\�b���±�����2�|���S�1���#�|�����ª�r�2�#��~[�����r�2���V¥1��~#�����9�t���§�
¥1~\�D��¥2���¦���2�|�9�|��� �"!l��~#�2��~[��~\�S�����­î#~#���­���D�­�1~[�|�Pî\~#���
�H���r¥2~�ÄV�¼�S~#���b���P�|����~#£ �����1�r~+���F�r���r¥��������|��~+�S¥1����~#���1� � �S�§�
�����«���+�S�r�S~#�f��~#��� ¨ �|�2�f�§�����������������+���?���1~F��������� ¨ �r�1�D����¥1�
���������1�S�\Æ#���'ñ2�%$&�'���(�)�'���*� �+�
�(�)�+ñSñ,$��+�
�($-��ñ.�/���%��È=�1~[��~
����¥1�0���������1�S����~#�1��~\��~#�6������¥2�©��~\�b�������|���1����¤2��~\�f�#���6�����r� �
�r�1�½������~\���t�t���r�S�2���|�D��~\��~#�®�����b~��������6���b~\�S���j�®È=�1~9�������
�|�+��� ~#�6���§���V���1�����6��~\��~[�����r�1�0��~\�b�������|���V�V�������1~[��~[�F���b�����b�
�1�r~#��~[�9���«���1~����S�r��� ¨ ���1�����1��~#~��1�2�S��~[�#Æ
¿��10 é
z2w Ó32\²(465 ~���~#���b���1~P���1~9��~��87¾�|���|�������2�|��~\� �+9+�;:

<>= ó2�?9+���)������� < ò = �6ó$����¥2���«���2�|�\Æ
ö¹�6ý9Ç������Â��¥1�2�������r�2� 3A@ 7h� �#�#¥1���U���	� ��~#�"���

���������1�S����������~\�����S�2� ���1�����F�1���|¤2��~Fö¹��� ¨ ýX���1��B 6
öDC  Hú�C2#tú,EFE,E#ú�C!-tý����2�D���D~[�����A�#�����1��~���~±�1���|¤2��~1C ù
���1~®��¥1�2�������r�1� 3 �����|�����©�|�©���1~U���|��~­���V�\�t���r�S�
ö�¤1£ ~\�A������~(���S�r�6�^ý^�

ö���ýHG?���r�I�JB�ú 3 �ð��~\�1��~[��~\�6���±�|�0���6��~\��~[�����r�1�½ö¹�#��� �
���r�S¥1��¥���ý ��¥1�2���������1� 3 �|�������1~���~��'���X�1���|¤2��~\�)B
¨ �2�S��~����������1�6�+���2�|��~����2������¥1�2�������r�1�½ö���~#�S�r�1�2�r�1�
�|�����S�b~±¤1£ ~[�A���r��~��������6��ý

Í �10 é
z2w Ó32^Ñ�4 ����¥2����~#�«���1~ª��~#���«�|�b�1����¤2��~\�HBÜ� ~\������~[�
�r�KG��2����~���¿D��¥2���­���2�|�F�f�#�r¥2����~\�F�#���6�����r�2���©�V¥1����~#�
�|�b���1�6��~KB ��~��������2�|�f�2�H��~ª�P���6�%�����������JC ù �©�r�
���1~\���IÈ=�2~�¥1�1�����D���j��¥1�����������1�S����������~\�����S�2� ���1�±�������r�
B8L �����2�#�r¥2�1~\���r�ª��¥2����������¥2����~\�����������'���1~b��~#���������|�
��¥2�2��~[°6¥1~#�2�#~��6�V���|���1~\�����P�����|�����^��~#���rî\�r�2�f���2~f����¥2����~#�
�|�2�9�����#���r��~\�9�V�D¥2�=���1~ �+9tò�ô=���-���1~(����¥2����~#�[�

Î1�10 é
z2w Ó32�ç-4NM ~#�2~#���|���rî\~®ö¹����~[�����|���rî\~[ýb���1~0���S��~©��¥1�2��~��
°6¥1~#�2�#~\�A����¥1���`�r�JGX�2�S��~#�¢Í����"��~\�������"���1~½���2�S��~0���
��~\�b�������|�l�V�V�������1~[��~[�������=������~+���S��~#��~\�������1�b�6�V���|���1~��
��~[�#�

ç���ç 0 é
z2w Ó32\²(4 ³ ¶ ÓV´ x[¸POÐë Qjé*z y Ó ¶ Q-·-vIw\x#yt¸ ´ ê�w �
R ô���ô#ò�ñtï =TS ô+�VU ��WX$ZY ò�ô�ô±ö M ä È�ý���� �(����~#~±�|�*���r�l��¥ æ�£V~[���r�
�'��~#�*���1������~\�����������1�6�
���2�(���
� ¨ ~\�r�r�¢����¥2� ��~\���2�t���'������¥��^��¥2��~
���S���b�6¥2����~#� �|�I���������1���P�t�����1�r�2�����1�1�����\�t���r�S�2��Þ M ¥2���?à"[\åÁ�
ÇXæD����~#�6�
�|�����S���r���2����Þ â+¥1�-ãSãHåS���S�
�#���2������¥2�^���r�2�+��¥1æb£�����~\~\�
���H��~���~#~#����¥ æD�#�r~\�S���r�«���6�S~\�������S�|��~\�j��Å1���)\­�r�1�2¥ �����������1�S�
��� �Â���V���������
~[�����jÄ|���1~ �����1�S~\���I��¥1�2���������1�S�I���2�|��~\���6�F�|�V�
(D�|�
���1~�\¦ö������ �|����(P��~�� ¨ ~#~\��ÍF�|���6\-ý����1�1¥ ���������r�1�6�=�#�|�
��~ ���S¥1�2�P���6]�öD\ �©ý?���r��~�Þ â�¥2�
ã�ãtåÐ�I}½~��2�H��~��S�1�|�1��~\�b���1~
M ä Èª������������¥2���������(���r�S�����§���1�%�2��~[��~\�S��~\�����AÞ 5 �S���Pã�ãtå ¨ �r���
���1~+��� � �r¤��#�|�������P���2�t�=���D��¥1������~#~SÄ6���2����~[���P���-��¥ æ�£ ~\�\Ä ¨ ~
�P���r�6�����r�D���r�l��¥1�2�������r�1�6�?���2�t� �����|�����t�=���#���������D�����|�������1�
��� �#�|�������f���½�9��~#���|���������r�2�S�\�(È=�1����B�7A�¡���������'���1~F���������
�V�1� ¨ ��~\�1��~�������¥2�^��¥1��~?�����
���1~��1�2�S��~#�¢Í �|�1��¥2�
��~����1� � �������S���

ç���ç��¹² ^ Q ��_Fµ ´ w\x#yt·*{|x[¸¹µ ´ u Ô ê�µ�yt¸�x\é � }½~�¤2�����*���S� �
����� ~#�Ö���r�"���1�1¥ �Ø���������1�S�Ö�|�2���1¥2�r��� �`B�7A� ���S�/��¥ � �
¤2£V~[�Ö�����������r�1� �t�¡���1~Â¤2�����Ö�r� �\�t������� öÁËFã ýð���`~\�����
���������1�2��È=�1���±���r�S�����§���1� ¨ �S��� �+���0�«���S�2�#�|��~#���t�������©�����|���
���������1�S�\Ä����2�©¥2��~\�+���1~F���6���r�������0�6¥2����~#�����|����¥1�2���������1�S�+�r�
���1���A�����1�"���S�2�#�|��~#���t�������-� Å2���9���1~½~�£1�|���1��~0��~\�S���r�S�1~\�
�����t�S~f���1~ª�������#�t��~#�2�|�������%�|�(���1~½����¥1�����1�1¥ �0�������r�2�S�«���\Æ

a"b?c?d&e3bgfihja"b�f"k(l
mgnohja"b�cpc/e"m�nqhje?l/c?l"lrm�nih
}`�2�r��~'�#���2�\�t��~\�2�t���r�2�2Ä����0ô��s�&:�9ut+: � < ò = �6ó+�P�|�%��~#�����2�|��������~#�
v �wLX�����r�6����� � ¥2�#~\���t� ���1~(~#���9���*~[���������������1����Å1�S� ���1~����S¥1�
�S���������2�������������1�6�K���2~iB�7A�ª�S~#�1~\���|��~\�jÄ[�#���2�����1~#���r�1�+���1���+���1~
��¥1�2���������1�S�F�����|�������1�0�t�b�r� �\�t�������¦ËFã0�|��~\�S���®���������1�f���b���
���S�r��� ¨ �\Æ

x+y;z/{/|�}p}3~?�p�#x+�;z a"b ��xr�
y?z f"k?l
mgn �#xr�
�gz��
��x
�
�?z c ��x
�r�;z c3e"m�n ��x%�"�?zg�
�

�#x+�;z d&e3bgf ��x+�?z�y
��x+�/�sz e(l/cglpl
mgn �#x+�s�/z&�/�

È=�1����Y1ò�ô�ô ��������~\�#�����9���I���r�*�����|��~\����¥2�2���������1�6�#Ä ���1~#���
�����������r�2�½��� �#�|�������2�\Ä����2�¦���1~©�S���������2�|�����������1�­�6¥2����~#�����r�
¨ �2�����½���2~#�0� �\��¥1�[�DÈ=�1~P���S��~#���2�|�?�2�V�1~P������~\�r~[���u�/����ñ,$��+�
�����1���r~[�����2�t�D��¥1�2�������r�2�ºñF$ �+�A� �#��¥2�����t�����V�\�t���r�S�ºËA¿\à0�r�
���1~D���S�2�#�|��~\�2�t��~\�0���������1�2� ä �����r���|���r�SÄj���|��~#���u������ñb�r���1���r~[�
� �\��¥1����~\�2��~`���¦ñ¼�|�¦��� �#�t���r�S��¿\áÖ�r�Ú���1~%�#���2�\�t��~#�2�|��~\�
���������1�2���©¥2�§���r�1��~0���1�����¦�2�V�1~\���|���­�2����~\�S�P�1� � ~f�������1�r���
�#���6�����V¥2�t���r�S�'���V���1~����������1� ��~\�1��~\��~#�6��~[�'�|�j���1~��2�|��~#�6�j�1� � ~
�V�«� �§»l~#��~#�6�±~�£V��~\�2��������� �r�f�1�§»l~#��~#�6�±���������1�S�\���Ö�r~[�t�?�1� � ~
���|��~#�ÐÄV����� ~#£1�|���1��~�Ä����3�����"�HÄ��������1�r¤2~[�����������r�2���1~#�1����~\�9�V�
���1~D���|��~#�������½���1~D�2�|���½�����S� ���1~P���6���(�1� � ~P�������1���(��~\�|�
�2�V�1~�Ä ¨ �1�����U�����|�����b�t�b�r� �\�t�������ºËD¿r�0���2�­��~\�������2�t��~\�b�t�
��� �#�|�������fËFÍ�Î�ö��|�
���1~(�#���2�\�t��~#�2�|��~\�«�������r�1�Vý^�

È=�1~b����~\~��#���6�����r���'��� ���S���P�t���r�S�������S¥ �(�|���I��¥ æ�£ ~\�����
���1~�����¥1�«�1���|¤2��~0�������r�1�6�A���%�U��~\���º���S�2������~0��������� È=�1���
����~\~��#�|����~(��~\���A�����=� ¨ �P���S��~#��~\�������1�P��¥1æb£���¥2�2���������1�6� ���
���S�r��� ¨ �\��È=�1~b¤2�������1� � ~���~\�r� ¨ ���1~����6���±�2�V�1~b�����P�|�%��~[�
ö;áSý���� ���2�¾���2~¦��~\���S�2���1� � ~®��~#��� ¨ ���2~®���V���0�1� � ~U���
�P�����S~\�¼öÐÍ&�Výj�H��	������ 0 �`È=�1������~\�|�������1~f�#�����r~[�^���r�S�¦���
���������1�S��������� ¨ �*�V���2�1�(���+���������1�6�#Ä
���1�6��~D���2�|�b�����|��� ¨ �r���
�)�h�|�2�U���2�S��~9���2�t�A��������� ¨ �r��� �H��	������ 0 �`È=�1~©�1� � ~

Copyright © by SIAM. Unauthorized reproduction of this article is prohibited 337



������~\�r~[�¦ö;áSýu�)���2���'� ¨ �«���1�����f�1� � ~[���r�2�1���\�t�����1�9���2�|�����1~
���������1�0��~��P�����|�������1� ¨ �r��� ��� �#���6�����V¥1~\�F���ª� ¨ �½� �r»�~\��~\�S�
¨ �H� �\Ä|~#�r���1~\� ¨ �r��� � õ �-� 0 �S� ¨ �r����	��?È=�1~=� ¨ ����~\�|�K�1� � ~\�
¥1�2� ~\�D���2~f�1� � ~f�P�|�%��~[�%ö�¿\á6ýu	¦�r�2�1���\�t��~f���2�|�D���1~\��~��|��~
� ¨ �b���������1�S�X���2�|�=���2����~+���1~���¥1æb£����S����~\�D¥1�D�������1�����1� � ~
�|�(���1~½����~#~�Ä+���2�|�«���\Ä+���1~ª��¥ æ�£ �)��	��Â¬Á�f�#���Ù��~ª��~#~\�
���2�|� ���1~(�#��¥1�6� �|�I�r~[�t�*�1� � ~\� ¥2�2� ~#�����V�D�r�6��~#���2�|�K�1� � ~����
���1~P����~\~P��~\�1��~\��~#�6���±���1~A���S¥1�6�(�|���������r�1�6�±���2�|�F���2�|��~b���1~
��¥ æ�£½��������~\�­��~�� ¨ ~#~#�­���1~A���V�|�����2�½���1~9�r�6��~#���2�|���1� � ~��
È=�1~(��� �������P�t�������f�����S¥ ��� ¨ �P�r�6��~#��~\�������1�A��¥1�2�������r�1�6� ���I	
�|�2�����Û���2�|�f�#�|�%��~­��~\�S�`������� ���2���«����~\~������r������~\�¼�r�
���1~������1�r~���~\�r� ¨ �ÚÈ=�1~½���S�r¥1���2�9���Ù���2~0���|�1��~½����~SÆ½���1~
��¥1�����������1�2Ä2�r~\�1�|���«���
���1~(��¥1�2�������r�1��Ä1�r���+�����������r�2�b���S���r�������jÄ
��~#�I���l���������1�'�V¥1�F��~\���I��� ¨ �1���������1~���¥2�2���������1�±� �#��¥2���\Ä��|���
���1~(�\�|��� �r���|���§���P���
���1���+��~#�\�

a"b?c ��y �"y������ �
a"b ��y �"y��F���%��� �

}½~%���1~\�Â��~\��~[�t�¦���1~¾�|���t��~Ù�1��� ��~[���®�����¦���1~¼����¥1�
���������1�S�\Ä �1¥ � ¨ �§���«~[���������������1������¥1���#�t��~\�9�V�A��~#���t�V�r�1���r���
¤2�����F���2�����S�^��~#�[�AÈ=�1���#ÄI���ª~�»l~\�^�[ÄI��~#�2~#���t��~[�����2~6B�7A� �����
��¥1�����������1�S�������r�S�r�2�|�����1�D�t�±��~[�����������6���r�������©���I~[�����©�������r�1�
ö����V�\�t���r�S�©Ë�¿[ý^�XÈ=�2~'���S¥1�+��¥1�2�������r�2�S�\Ä6�2� ¨ Ä1�|��~�Æ
� z1{
	 � _ � _���
6v�¶ � z1z�	Kv�¶�
Vz�
�
Vv�¶
È=�1~���¥ æ�£9����~#~���~\�1~#���t��~\�A�����=���2~�����¥1�2�#�|��~[�9�������r�2�S�=���#Æ
x%y;z/{/|g}"}3~?�p��x%�s�3z l/c�lplrm�n �#x+�3�;z&�(�

��x+�;z b ��x+�;z f3k(l
mgn �#x
�r�;z
�
��x
�r�;z c ��xr�
�;z c3e3mgn ��x��py?zg�,�

��x+�;z d
e"bgf ��x%�;z�y
È=�1~±� ¨ �P��¥1�2�������r�1�6�=���1~#�6���r¤2~\�«���«���1��� B�7A�¾�|��~�Æ

b?c � � �"y��%��� �
b � � �"y��r������� �

}½~®���S�6�����6¥2~����1~ª����¥1�2�2�9��� M ä È ���S�2������¥2�^���r�S�%�V�
����¥1�2�#�|�����1�'���1~=¤2�����I���2�����S�^��~#�
�����S�¡~#�S~#���(���������1�±¥1�6�����V���1~
���������1�S�=���?�r~\�1�|���«�S�1~�����~�~�£1���b���1~[�K���+�r�-���1~(�S~#�1~\�����r��î#~[�
��¥ æ�£9����~#~(�#�����1� ¨ ��~(�V��~ ¨ ~\�«�������1�������1� � ~\� ���I�P��¥1��~#�
����~#~�� È=�1~¦�����r�S�r���|� M ä È ���S�2������¥2�^���r�S�¡�|���������r���1�ì�2�S�
�`�������1��~�£ �r���¼���V]�öP\ ��ýUÞ â+¥1�-ã�ãtåÐ� ä �r����~ ¨ ~ª��~\�1~#���t��~
��¥ æ�£ ~\�­�����������r�1�¾�t�­~#�S~#���¾��� �#�|�������¡���A���2~"�������r�2�2ÄF���1~
�|���������r���1�¡���I��~#��~\�t��~\�F�����X���r�2�H���r¥2~\�I�|�K�������r�1����~#�1�����b�������
¿ª��� �½� È=�1~¦~�»l~\�^���r�S~U���S���1�r~#£ �§���¾�|�P��¥2���|�����S���r���2�«Ä
���1~\��~#������~�Ä ��~\���S��~\� ]�öD\ � # ý^�

ç ��� 0 é*z1w Ó32�Ñ.4 è¡Ó yHê�¸ ´ ê 0 ytµ�� Ô¹Ó Q Ó x[w Ç������Â��¥1� �
���������1�¼��� ~\�S���§¤�~\�¡����G��2����~���¿U�\�|�¡��~¦��~#�2��~[��~\�S��~\�¡�S���
�2�|����� B�ú 3 � ¨ �1~\��~ B ���®�ð��~��U�����2����¤2�r~[�Ùö���� ¨ ��ý
ö C  Hú�C2#|úFE,E,EuC2%±ýD�r�`���|�1��~�õ0ö�Æ�ú#Æ ýD�|���`~\�S���`�|�����1~[��~���� ¨ �
���2����~[�����1~P���S�b���S����¥1�2�������r�1� 3 Ä-�����|�������1�«�t�(���S��~�¤1£ ~[�
�����������b���V�\�t���r�S�F���P~\�S���b�������r�2�2�-¬¢�b���1~+��~\���S�2�F�1�2����~ ¨ ~
����¥2����~#�����1~D��~#���'B��±������� �������1�©�|���I���2~ � B�ú 3 �/�2�|�����
��~#�2~#���t��~[���r�0���1~F¤2�������1�2�S��~S�'}½~���~\~,�«���«���1~#�6���r�������1�6��~
����¥2����~#��������B��(���2�t�P���S�6���|���ª��~\���ª���r������������� ¨ �6¥2����~#���#�
ä �r�����������r���(���S�����2���r�X���sB����#���b��~���~\�S��¥2��~[�����D���V¥1����~#�
�|�1� �r»�~\��~\�S� ¨ �H� �K�|�������1~X��¥2������~��������I�����-� ¨ ����~�����B�¿��|���

B(Í1Ä|���2�t�X���?¥2��~\�F�����I���1~���~\��¥1�r���I�|�K�1�|������~����I�r�����1���?�2�|��~#�[Ä
���\Æ�� ù���������� ÿ � ��!"�$# ÿ ù�%&�'��(  *) ( #&+,+

� ù������.-��|ù�%&�'��(  *) ( #&+,+ �®È=�2�|�b���#Ä��§�+���1~©�#�����1�r�2���r�r���
���?�r�6��~\����~\���������©���*� ¨ �A��~���������������~������|�f������~����2��~[���1�S���
���������������©���*���1~F�\�|��� ���2�|���§���«�|�I���1~�¥1�2�r�S�f�|�?���1~(� ¨ �A��~����\Ä
���1~#� ¨ ~������������ ~#�=���1~#� ������~���~[�������2���1�r�D�����b�����|�[�

Ç������P�1� � ~±�|�K���1~+����~\~'�#���6�����r�2����B¡��~�� �|���D�|�V�F� ¨ �
B8L �����S� ¨ �1�����¦���1~f�|���t��~���~����������|�(���r�����������r���®���D�|���t��~
������~9���1��~\���1�S���"�|��~9��~\���S~\�ª�����S~����2~#�[�¦¬¢���1��~#��~#�6���t�������
���©���1~¾�|���t��~`�1��� ��~[���¦�#�|� ��~%�6��~ ¨ ~\�Ú�S�¦�¡���S¥1�2�Ú���
���V�6���1~[����î#���1���|�2�«���1�1~#���r�����1�b���1~(�|���������1¥ ��~[���������S�r��� ¨ �\�¿S� ä �V�S���1~\�����#Æ�Ç��S���ª�r�6��~\�����|���2�V�1~D�|� ���1~D����~\~A���S�r��~\�����

���1~ BÚ��~#���+�����S� ���r�
�§���'���2�r��� ��~#�f�1� � ~[�+���6���A�9��~#�'���
� B�ú 3 � �2���r���\Ä���~��D¥2�P�\�|�����r�0/�Ä ���2�¦���1~©�1��� ��~[���
�b�t�S~\��¥1�«���b���1~����V���=�2�V�1~��

Í1�=¬¢�1�1~#���r���|����~�Æ©Ç������U���|��~#�6�P�1� � ~��2������~[���§���P���V�6���2~��
����î#~[�©��~#�1/U���«�|���-�r���±���1�r��� ��~#�©�1� � ~[�#�±���'~[�����f���1�����
�1� � ~�Äl~\�S���©��~#����~#�±�|�?���1~b�r� �#���2/º���2�©���1�1~#���r��~\�3/
�����#�����2����~[�A���D� ~���~#�����r�1~(���1~\�r�+�#�r�6��~\�1~\���\��¬Á�X���2�|���
�|�)B8L �b���b���S¥1�2�ª������~©�����S��~�Ä?���1~#�º���1~ ¨ �V�V���|���2~��
������������~\�ª�V� � 1 \Kû$4 * 3 465^û 1 7 \XöPB  tú�B #\ý�úAö 3  |ú 3 #\ýV� ���
���1� ~[�ª���f���2~«��� �#���8/��®È=�1���b�1��� �#~\�������'���S�b���|���r�1�
���1~«��~#����~#���F�|�+��� �#�|�=�|���®���1�1~#���r��~\��/iL �b���F�#���6����� �
¥1~\�«¥1�6�����-���r�-�#�r�6��~����|�����=�2�H�S~'��~\��¥1�r��~[�9���6���P�1~ ¨ �V�6�
�������1~[��~[�#��È=�V¥2�\Ä1�V�V�������1~[��~[� ¨ �§���©��¥1�r�����1��~����S�6������¥ �
��¥2����¥1�2�������r�1�6�P�|��~9�S~#�1~\���|��~[�U�t�P~[�����"�1� � ~��|�+���1~
����~#~��

� ��~#����~\���|�����1~P��¥1�2�������r�1�6�Pö 3 �|�����1~P��~#����~[�K� B�ú 3 �
���|������ý����©���2~#�¡��~#����������~\�KÄ(��~\��¥1�r�����1�Ù���Ö�Ù��¥1�2��~\°6¥1~\�2��~
�V�V���|���2~\�����\�¡È=�1~���~��«�|���1���|¤2��~\�9���S����~\�����S�2� ���1�­���®���1���
��~\���S~\�f��¥1�2�������r�2�9�|��~�� ~#��~\�������1~\�0�6�«���1~b�����t�S~��1��� ��~[���
������~SÆ
& 6 * 769)3 E 1 \XöPB  ú�B # ú,EFE,E�ú%B - ý 6 * 769 3 E 1 \XöPB  ý;:
* 769 3 E 1 \XöPB # ý�: E,E,E<: * 769 3 E 1 \XöPB - ý

È=�1���j~\�2��¥1��~[�l�����t�-���1~X�1���|¤��r~[�K�r� &¦�#~#�����|���1���'���2�|��~X�|���
���1~9��¥1�2���������1�S�Dö 3  ú 3 # ú,EFE,E�ú 3 - ý ¨ �1�����­���S��~����1~#��������� ���1~
��¥1�2��~\°6¥1~\�2��~ ���«È=�1~A~�£1�|���1��~P��~\�r� ¨ ¤2���������1� ¨ �����1~6B
��~����I�t�I�r�6��~\�����|�V�1� � ~\�*���2�t�I�����I�#��~[�t��~\�(��~\�\�|¥2��~��|�����2����~[�
��¥1�2���������1�S�I�|���(���1~#�b���2~�È
���1�r~ Î2� Í'���2� ¨ �-���1~ ��~#�F��~\���I���
/­���2�|�=��~\��¥1�r��~[�A�V�D��~#�������1�����S��~ B ��~#���=�|���9�#�����2�r�1���1�
���1~#���'��¥1�2���������1�S� ���6���D��¥1�2��~\°6¥1~\�2��~[��� ¥1���r�2�P���1~F���V�6���1~[�����
���2�9�r�1�2~#���§���|�2�#~�����~\�2� ����GX������~���Í �

= c�m�>@? � h �BADC3~p|FE<G'HJI a�K ~ ? |ML@N c I ? �(�
I I�E6O ? xPI�z I ? ~RQ I�ESO ? x&Q(z

a"b?c �p�p�p� � �"y������ �
a"b �"�p�p�p� � �"y��F���%��� �
�p� c �p�p�p� � �"y������%��� �
�p�p�"� l
mgn � �(������� �
�p�p�"�p� mgn � �(�������%��� �

= c�m�>@? � h � f�>UT I&~ ? |JI c@K ~ ? |ML@N c I ? �"�
= I�ESO ? x = z I ? ~RV I�E6O ? x&Vsz

a"b �"�p� mgn � �(���%�'� �
�p� c �p� mgn � �"���%�'� �

Copyright © by SIAM. Unauthorized reproduction of this article is prohibited 338



È=�2~©¤2�����D��� ¨ ���'���1~0�|���t��~���~\��¥1�r�D�b~[�|�2�P���2�|�P���1~
��¥1����~[°S¥2~#�2�#~ a"b �p�p� mgn ÄV�|�*�r~\�1�|������Ä1� �#�#¥1���=������� ¨ �=�V¥1�b�
��~\��~[�Öö�¿SÄ ÍSý«�|�2�%����~\�#�§¤2~[�©�|�%�r�6��~\��~[�����r�2�U��~#�����S�������6�6�
�������1~[�����#���¡��� ¨ � ���0È*�|�1��~�Î2� Íb���'�b��~#���������|�-�V�V���|���2~\�����
���2�|�b����~[���r¤2~\�F�f��~#���|���2����¤2�r~[� &��|�2�®�0��¥1����~[°S¥2~#�2�#~ �
�������S���������b~S� ä �S�b~©�#���r��~\�������"�|���r�6��~#��~\�������1���1~[�����\�|�"��~
� ~�¤2�2~\�P�|���F~\�t�|��¥2�t��~\�b������~\�����b��~#�����S�����1�V�V�������1~[�����X�|���
���1~'GX������~���Í��1���V�#~\�������1�b�#�|�9��~��P���1~+���F�S¥ ���1¥1�=�S�1�������1~
������������~�� ~\���r���|�2�r~��V�V�������1~[��~[�#�

ç ��� 0 é*z1w Ó32^ç�4 ^«ÓV´*Ó ytz Ô ¸��Sz x\¸;µ ´ µ;O�_Fµ�y Ó w Ç��S���­�6�6�
�������1~[�����*�r��È
���1��~�Î2� Í'����~\�#�§¤�~\�I�'�#����~���¥1�2��~\°6¥1~\�2��~ �ª���2�t�
���X���2����~[���V��~[�������1���|¤2��~=�|�l���2~���~#�.&b�*È=�1~��#����~\�?���2�b�6�6�
�������1~[��~[����~#�2~#���t��~[�ª�V�ª���2~9� ¨ �­�1�2�S��~[�b����~��t»l~\����~[�U�V�
�H��������¥��(�¹�S�^���S���b��¥2���¦�S�(���1~��1������~9�r�U���1~©�1�|���½�|�2�U�r�6���
�|�'��� ���S���P�t���r�S�¦� ¥2~9���ª°S¥��|�6����î\�|�������U���'�V¥1��~#�����A�t�|��¥1~[�#�
}�~«�1� ¨ ��~#~,�½���0~�£1���b���1~«�|�������6��~\��~[�����r�1���V�6���|���1~\��~\���r�
���1~©�V�������1�§���U�|��~\�����º��~#~\�¦�V�V�������1~[��������~\�1~#���t��~\�¦�6�®���1~
¤2�����*� ¨ �±�1�2�S��~[�#�*È=�1~=����~#���t���������j���S�I��~\�������2�r�1�+���1���I��������~
�b� � �r�������1~����S��~=��¥2�2��~[°6¥1~#�2�#~��V�(�S�1~��|�2���1~=��������� ¨ �r�1�'� ¨ �
�2�������±�S��~\���|�������2�\Æ
^«ÓV´
Ó ytz Ô ¸���z x[¸¹µ ´q4 ���	���r�2�2�|��~��"�r� ���1~¾������~¼��¥1�2��~��

°6¥1~#�2�#~A�����|���r� ¨ ~\�½���0��~9��~#�1�����#~\�ª�V�ª�|�V�­���2~A�|�+�
��~#�±�����|���1�2����~#���\��Å2���±~�£1�|���1��~�Äj� � � �\��¥1�������1�D�����
��¥2�2��~[°6¥1~#�2�#~'�P�H�P��~±���r��� ¨ ~\�P���F��~���~\�1������~[�P�V�A�|�V�
��~#����~#� ���
���1~(��~�� �(ú%�Dú � �

Q ��Ó {S¸¹z Ô ¸��Sz x\¸;µ ´i4 �Ø�r� �\�t�������­�1�����r�2�#�r¥�� ~\�­���½���1~D�#����~
��¥2�2��~[°6¥1~#�2�#~ �����r�������|�6�����t��~\�b���(������~ �2���������#¥1���|����¥1� �
��~#� �|�?�|���1�2�|��~����#�
M ~\�1~#���|����î#���1�"� �+9tò�ô7� �����#ô ���2ô�����ô9�2���9���1~ª~�»l~\�������

�1�����1�S�r�1�©���U������~A�S�1� �r�������2�����1���|¤2��~\�(�r�6�����©�V�6���|���1~\�����#�
ä ��~[�����|���rî[�t���r�S�©�2���+���1~F~�»l~\���±���I��~\�1¥2�����1�D���1~��V¥1�F��~\�'���
�1����¤2��~\�����2����¥2� ~[�­�r�®�f�6�V���|���1~\�����\���Â�V¥1����~#���|����~[�|�����
�������|��~#�S�r~[���#�|�­��~D��� �S� ��~[�����f���V����~\�P�t�����#���r���0��~\�������0���1~
���2�S��~��|����¥1���f~\�S������~#~[�0�V�V�������1~[�������|������~#��~\���'���1~P��~\���
���V� �Ø�6�V���|���1~\��~\�\�ß� ���S��~¾��¥1����~[°S¥2~#�2�#~¼�#��� �|�����Ö��~
¨ ���r����~#�f���'�©ò�ôÁó2� ïrñtòFô%$���ò�ô�� � = 9+�2Äl�S�(ò�ôÁóSô%$SÄ����0���1�����\�+¯'�1~
�|�*���1~��P�|�V�D���S�����r�1��~�� �r»�~\��~\�S� ¨ �H� �����1~Pò�ôÐó6ô%$±�������P�#����~
���H�A��~��S~#�1~\�����r��î#~[�KÄ �|�2�9�2�H��~±��~#~#��¥2��~\�«������¥1����~[����� ���#Æ
Ç������P���V�������2���A�Aò�ôÁóSô%$������#���2����� ~#��~\����~#�1�����#~\���1�r~ �V�P�|�V�
�|�2�r���I�����b~[� ���t��~\�r���1��~[��~[� �r�2�'�S�-���S�r��� ¨ �r�2�±���r�1���|��~����\�
Å2���
~�£1�|���1��~�Ä6�r�A���1~±���S��~+���������1�8� ���Vñ2�#Ä ¨ ~±���\��~#�1���|���1�2����~#���
�(Ä��DÄ �|��� � �r�A�1���S��~'�|�j~\�S�����DÄ �|��� �VÄp	�ÄS�S�������S� 	��|���
�������-�

� � Ó w#x �«z x\z1w Ó x\w
}�~º�2�H�S~U��~\����~\�/��¥2�½��~#���1� � �S�r�S��� ¨ �§��� � ¨ ��� �r»�~\��~\�S�
�1�t������~����\�­È=�1~
	 Ó z1w\x _ ÓVÔ¹ÔD2 _�ëj{ Ô;Ó �«z x[z1w Ó x �1��~\��~#�6��~[�
�r�¡Þ ä ��~#�-àSáHå'��~#�1��~\��~#�6���P~�£ �1��~\���������"��~#��~\���D�|���1¿&[tá½��~[�����
��~#�2~\�'�����S������¥2�'���r��~#�Á�#��¥1����~b~�£ ��~#���r��~\�S���#��È=�1~P�1�|������~��
õfö�Æ�ú#Æ ý����=�F�����1�r~�õfö�¿/EwE �2¿
[tá2ú#¿3ETE [/[�ý^�-�©���������1�b�H���r¥2~\�=�#��¥2��~
�1���S�1��~#�P�+���0�P���6�©�#�r¥2����~\�����1�«�|���������r���1�P�+���2�0���1�S¥1���f��~
� ~\���§� ¨ �r���/�|�1�1�����2�����t��~#����� ¬¢�¡��¥1�0�b~#���1� � �S�r�S���%���1~[��~

�����������1�%�t���r¥1~[�ª� �¾�1�|�ª�1���2� ~\�­���������|�������/�|�A��~#���������|�
�V�V���|���2~\��~\� �r�?��~[�������*���1~��������r�2�2Ä2õfö 1 ú#Æ ý^Ä����1� ¨ � ��¥ æD����~#�6�
�����b�����|���§��� ¨ �§��� �ð����¥2����~#�[� ¬¢�Ú���2~�� x[¸ Ô ¸�x�ë �«z x\z2w Ó x
~[�����D��~\�#�����D���S�6���|���2��à/���b~[����¥1��~#��~#�6�����|�
~#��~\�^�������'��� ¨ ~#�
ö�
����0ý«��~#���1�¼�#���2��¥1��~\���V�¾�|�ð���2� ¥2�����������(�1���|�6�\���
��~[����¥1��~\��~#�6�X������~\���S���1~\�b~#�S~#���A¿[À��b���V¥ ��~[�����2�P���1���|¤��r~
�#���6�����r�����|���?���1~A�b~[����¥1��~#��~#�6���±���S�(���2~AÍ&�|�Á�1�S¥1����~\����� �K�
ä ¥2���%��~\�#�����1�9�����©~[�����¾�|�b���1~®Î3�SÀ¦�1�H� ���|�b�"�S~\�|�f����~
�H�t���r���|�1��~��

� ÒAÓ w[· Ô x\w��P¸�x\é _ ÓVÔ¹Ô _�ëj{ Ô¹Ó �9z x[z1w Ó x
}½~+��~#��~\����~\�P��������~ �V�V�������1~[�����?���2�t�����|�1��~#�1~[�b�����#���6�����r�
���S¥1�"�1�������S�1~¼�S~#�1~[�¼ö¹��� ¨ �U�|�©���2~¼���|�1��~ 5 ýU���2�Ø���1~#�
�S~#�1~\�����r��î#~[�©�r�������S��~b��¥1����~[°S¥2~#�2�#~F¥2�����1�«�9��~\�1~#���|����î\�t���r�S�
��¥1��~��?È=�1~(�#����~±��¥1�2��~\°6¥1~\�2��~��|�*���2��� �V�V���|���2~\�����=���#Æ
fpf � m �"� d �p�p�"�p�p�p�p�3� bgf3f �"�p�"�"� f �p�p� m(d"d �3�p�p� f �"�
�p�p�p�p� m �p�p�p� a �p�p�p�3� m �3�p�"�p�"�"�p�3�p�p� m � b �3� b �"�"�"� m

È
����~#�2~#���|���rî\~¦���1���®���S��~º��¥2�2��~[°6¥1~#�2�#~�ÄA���V���������ª�t�
~\��~\�������S���§���r�S�9���«���r�l���1~��b���������1�S�����2����~\����~[�K���¾���6���r�������
���±������~\�r~[� ¨ �r���½� v�� Ll�§�����r�?���V���������'�|�'���1�������S���r������������~
¥2�1��~\���\����~+��~�����~#���\ÄV� v �+LS�����=�|������� ¨ ~\���\����~+��~�����~#���#Ä ���2�D�|�
v £.L �§�
���1~���~�����~\���=�|��~±�|�
���r£ ~\���#�S��~[�#�*}�~(���r��� ¨ �b�����������1�
�t���r¥1~����(��~+��~#�����1�S�r�2���������1~'���|��~ ��ñC�#ô����I���2�t���|�j�|���1���1~
�����1~\� �|���1�2�|��~������r�9���1���=���S���§���r�S�jÄV�§�
���1~\�A�|��~'���j���2~����|��~
��ñ+��ô#�ÖÈ=�1~f�������r� ¨ ���1�U�������r�2�®��~\�1��~\��~#�6���|�������"���9��� ���|���1~\�
�|� ��~\�=���1~(���V��������� �t� ~#�S~#���D���6���r���������|��~����\�|�1�2~\�KÆ
��� e �p�"�p� e ����� e �p�p� e ����� e"epe �"� ����� e �"�"�p� e � e ����� e
e � e �p� epepepepe � e � e �3� e ��� e � e � e �3� e � e ����������� e"e �
¬¢�«���1����~�£1�|���1��~����1���P���2�S��~����������1�����6���r�������2�+�|��~'�S~#�1~\�����§�
��î#~[���r� ¨ �1�����9�VL � LS������¥1������¥2�2� ~\���V���VL � LS�S�P�������A�����1~\�
���2�D�VL �+LS������¥1�����S¥1�2� ~[���V����L �+LS�S�D���|���9����� ~\�\�?� � ��~#�����1���
�S~#�1~\�����r��î\�|�������A����~\�«���1~Pò�ôÁó6ô�$���� ���|���1~\�«���#Æ
� h �/����� d&n"e�� �"�'� h �"�@��� bgf3e�� �?�S� h �3�'��� c/m�e�� �;�S� h �"�'�
� b�f"kpe��ih �"����� b�f"e�� �?�S� h �3�'��� msd�n3e�� �"�@� h �3�'��� bgf/e��
�(�6� h �"�p�'��� bgf"e�� �"��� � a3bgf3e�� �?�S��� a3bpe�� �(�S� h �3����!

���2�ª�r�F���F���0��~A���6��~\���1��~���~\�®�S�(���S�r��� ¨ �\Æb¬Á���P�t�����1~\�F�|�V�
���������1�®���2�t�f�����|����� ¨ �r���%���V� �"���2�����S�^��~#���#Ä=���S�r��� ¨ ~[�`�V�
���V�©Í9���2�����S�^��~\���������S�����2~b���2�����S�^��~#����~#��Þ �#�V£VåÁÄK��������� ¨ ~[�
�V�0���V��Î����2�|��������~\���\Äl�������r� ¨ ~\���V�����6�0���1~������������1~A��~��
���±Þ " ��£6åÁÄ-���2�0���«���������j�b}`�1~#�����2�����S~#�1~\�����r��î#~[�®ò�ôÁó6ô�$����
��~\�������2~\�®���S�|���2�������1~�~#�6������~���~��P�|�'���V�����������9~�£ �1��~\�����r�S�
�2����¤2�r~[�'�����'�1¿&[tá9��~\�S������~\�1~\�\Äj������¥2����~#�������1���1~���~\�1~\�����
���S¥1�2�K� È=�1���©��~[�|�����¼�|�6�|���2�������r���������r�1�6�«���©�\�|������~\�¼��¥ �
���S���r�2���0���1~"����~#~[�f���2�t�ª�2�H�S~U��~#~#� ��~\�1~#���t��~\�¡���2�ð���1~
�2�t�����2����~(� �V~\�+�1�|�±�1~#~[�����A��~b��������¥1�r��~[�f�|�6�|���j���¡�2�r�����
���l���1~'~�£ �1��~\�����������t�|��¥1~\�����������1~[��~+�1�r�2~+��~\�1~\���������2� ¨ �P�r�
Å*����¥1��~�¿���~\�r� ¨ ��+�r�����1~[��~'à���~\�1~\��~#�2�#�V�1~��1���������1~+��¥1�1¥2�1�§���#ÄV�|���b���1~\�
����~­���V��������~[�Ù���¾���1~®���|��~®��~\�r��¥1���|�©�1��� ��~[���\Ä ¨ �r���ð��~\�/�
~#£ �1��~[���������9�����b~[�����*7"�1�2����~��|�*���2~���~\�r�*��� ����~�� ä ��~\�r���P�|�
ô <$# ñ|ï # Þ ä ��~#�-àSáHå��1�|��~ª���2�|�f���2���0���f���1~¦�b�6���0�������6�����
���S����~[�¡����¥2����~#�½�|�A���V�¾���P���1~º��~\�r����� �#�r~¦��~#�2~\�\�ÌÈ=�1���
~#£1�|���1��~«�t���r���1�t��~\�P�S¥1�D��~����1� � �������S�®�V�¦� ~\�����2�������t���r�1�
���2�t�=��~#�����S�����l�6�V���|���1~\��~\����~\�|���1~[�A���S����~\�������2�����I�V�1� ¨ �
�2�1~#�1�S��~#�2�2�

Copyright © by SIAM. Unauthorized reproduction of this article is prohibited 339



0 3 6 9 12 15 18 21 24 27 30 33 36 39 42 45 48 51 54 57 60 63 66 69 72 75 78
−3

−2.5

−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3
Expression Profiles for A Cluster of 9 Histone Genes

Experiment Points

L
o

g
(C

y5
/C

y3
)

Å*�r�S¥1��~b¿SÆ?Ç?£ �1��~\���������9�r~\��~#���=�|�I�1���������1~��#�r¥2����~\�

� Ò9Ó w[· Ô x\w��P¸�x[é � x[¸ Ô ¸¹x�ë �«z x\z
}�~����1� ¨ � ¨ �P�r�6��~\��~[�����r�2�P�6�V���|���1~\��~\�+��� ���|���1~\�©�|� ��~#�����1~
��~#�2~#���|���rî[�t�������Ù����~\� ¨ ���«�|�1�2�r��~\�Ù���¦���1~­��~\~\�Ù��~#���������|�
�6�V���|���1~\��~\�\�AÈ=�1~[��~�� ¨ �f����¥2����~#�����|��~P���2� ¨ �½���ªÅ*�r�S¥1��~AÍ
�|�2�ªÅ*����¥1��~AÎf��~#��� ¨ �fÈ=�1~A� ¨ �0�1�r�2�b�|����¥2�2�������b~«�������S�
�6¥2����~#����ÍSÀ0���2� [|À0�r�º~\�S���U�1���|�D����~��|����¥1���ª���2~����������
�����b~'�|�-�(���1�r� �����P���2~+�������1���1���|���b���1~±���1�r� � ���V¥ ���|»A���r��~
� ¥1���r�1�D���1~F~#��~\�1���1�2�+È=�2~���~[���S�2�f� ���0�|����¥2�2�9�����b~b�������S�
�6¥2����~#��[�À����0Å*�r�S¥1��~bÀb���/��~\�'�D���2�|���������-�V���2�©�������2����~
�|�2�P���9Å*����¥1��~)���§�����/��~[���6L ��L"�V���2�D���-�����|��~��?È=�1�����������1~
�����r�`� �r»l~#��~#�2�#~«��~�� ¨ ~#~\�"���1~f�#����~���¥1�2��~\°6¥1~\�2��~[���|�'���1~
� ¨ �b��~\�����S�����K�6�V���|���1~\��~\�\�

0 3 6 9 12 15 18 21 24 27 30 33 36 39 42 45 48 51 54 57 60 63 66 69 72 75 78 81 84 87 90 93 96 99
3500

4000

4500

5000

5500

6000

6500

7000

7500

8000

Time of Day (quarter)

K
W

Cluster 4: 90 days
/^.{64}[^def]{1}.{7}[cde]{1}/

Å
����¥2��~(Í Æ?â+�6���|���1~\�����'ËA¿������S¥ ��� ���r���r��� 5 �t���
È=�2~F��~#���������|�*�1����¤2��~\�±�r�½Å*�r�S¥1��~PÍ9�|��~(���2~b��~\��¥1�r�±���

�|�ª���1~�æD����~#�6�����V¥ ��� � ¨ �ª�1���V�#~\� ¥2��~D���2�½���1~«���S��~D��¥1�2��~��
°S¥2~#�2�#~��r�fÅ*����¥1��~(ÎP�|��~����1~���~[��¥1�r���|�?�P�1������~#�����V¥ ���1� ¨ �
�1��� �#~\� ¥1��~��D�+�­~�£1�|�����2�t���r�S�½�������1~P�1���|¤2��~\�����2�#�r¥2�1~\�½�r�
~\�����b�V�V�������1~[�����?��~#��~[�|���
���2�|���|��� ���2~��1�H� �I�r�2�#�r¥�� ~\�����b���1~
�6�V���|���1~\�����
�|�2Å*����¥1��~�Í+�|��~ ¨ ~\~,�S~#�2�(�2�H�V�
�|�2���|�������1~��2�H�V�
�r�2�#�r¥�� ~\�����PÅ
����¥2��~�Î�����~����2~ ¨ ~\~,� �1�H� �\�
È=�1~�� ��������~#�2���2���
���b�1�����2���1���­�1¥1~«�������1~«�¹���������2�|�F���1~ ¨ ~\~,��~\�2�U�#��~ ¨ �r�
���1~D�2�����S�(�������1���(��~\~#�­���S�r��� ¨ �r�2�9���1~D�1������~#�(���V¥ ���1� ¨ �
�1��� �#~\� ¥1��~��?È=�2�|� ��� ���*���r�S�1�r¤��#���S� ���6��~#��~\���=�������1~�¥2��~#���#�
� _Fµ ´ { Ô ·*w\¸;µ ´ w
}�~ª�2�H�S~��2��~[��~\�S��~\�¾�º��~����2�V�1���������º���S�f���r�2�r�1�`��¥1�2��~��
°S¥2~#�2�#~0�2�S��~[�º��~\�b�������|�����S�2��~\� ���A������� �1�t���|�2�S��~[�A�#��� �

0 3 6 9 12 15 18 21 24 27 30 33 36 39 42 45 48 51 54 57 60 63 66 69 72 75 78 81 84 87 90 93 96 99
3500

4000

4500

5000

5500

6000

6500

7000

7500

8000

Time of Day (quarter)

K
W

Cluster 2: 86 days
/^.{64}[de]{1}.{17}[DE]{1}/

Å*����¥1��~�Î1Æ?â��V���|���1~\�����±ËFÍb�����S¥ ��� ���r���§��� 5 �|���

���|���1���1�b�����b~F��~\����~\� �1�|���b���9���1~#������~\�#�����1�#��¯'¥1�����1�1���S�S���
�#���2����� ~#���I~\�S������~#�����S�����2��¥1�2��~\°6¥1~#����~=������~+���V�V�������1~[�����
�����S¥ ���F�����|�����^��~#����������� ��~#���������|�j��¥1�2��~\°6¥1~#����~±~#����~\�2� ~\�
���0�9��~#�'�|�X�2����¤2�r~[���S�2��~\���S~\��� ¥1�����1�9������~(�1��� ��~[���\�'È=�1���
�\�|�2���1���r�r���9�2���t�V��� ~\���������1�r¤��#���6�+��� ¨ ~#�+���A���f���6�S~\�������S�|�����
���V�/�V���1� �����
�V�6���|���1~\��~\�*�|����¥1�
~�£ �1��~\����~\�±��~\�����S��������~#�2�H�6�
�������\�

Ò9Ó O Ó y ÓV´ { Ó w
	 
���
���������
���
�������������� ��!"��� #%$'&)(*#�(��,+-�.�-/0����1324��
��6587�9�2 :�;0&

/<2 132 �=�>
)2?&A@B/<:C�>
)9EDF2 ;G/<:�HI$':�;J9K:MLN��&���O"��(*:K(��,2 ;QPR:K9K&)$'
):
S #�&):K(62 ;T+U#%13V'$'&):K
U/<9K2.:K;J9�:,W���X<�'/<V<
)2 ;J�%:E
ZY[:K
)�.���'�]\��%���<�
^ ��_a`�b'�

	 Lc��(��%`>�3LN��(��ede� �e/I1e@I&)DR�,fg�-:E&C�,�����,��$J� :hL,2.(*9K#�i%:K
*@Qj�
)#%1
k 2.13:l/<:E
)2.:K(��nmA;ofp
)#09%�q#�j[&)DJ:rb�&)DomA;0&C�q+U#�;'ja�n#%;osN;J#C���?_
:Ct'��:uLc2 (*9�#>iv:K
*@w��;JtxLN��&��Byz2.;'2 ;J�'�eVJVq�r\ ^ _A{�{I�l
,
,
�m
f8
):�(*(N\��%�%`I�

	 L,#�
)#3X�X���
|f8
���9K&)2 9C���"/<$'7l}<_ k 
):K:ZmA13V'�.:K13:�;0&���&)2 #%;Nj~#�
�/0&*
)2 ;J�
/<:C�>
)9ED':�(��NLc#�
)#%DJ#�;J9�:���;I$R������;"t S :�iI2.� �?_Ay���;';J2 ;J�<��+-�
\C�%�>_)\�bvXI�q�c�C�R���v�C�"� �N�I���I�E�"�%� �]��$J�?@z{�X%X�X<�

	 582 (*:��%`��3+U� $J(�&):K
6
-;J���?@<(*2 (8��;"t�Lc2 (*VJ�.��@r#�jqd,:K;J#%13:E_��B2=t<:Z5p}I_
V'
):�(*(*2 #%;�fp��&*&):K
);'(��Iyz2 9EDJ��:��J�-�%5[2 (*:�;q�Ifp��$'� k �0/<V]:�� � 1���;q�
fp��&*
)2 9E�h�e�p�[
)#>��;q�[��;JthLN�CiI2=th�U#�&)(�&):�2 ;q�8f S 
c/]�R�c/'
r�
Y6#��4�'�%�I�"V'VR�n\�b%` ^ ��_)\�b%` ^ `I�qLc:�9�:�1eO]:K
c\��%�%`I�

	 d,$'(�j8�vWC�T�-� �v�����~���I�e�x�����J�����~�I���)� �J�*¡)¡E���G���]¢£�]¡)¤K�J¡E�"¥E¡§¦
¨ ���,©"�I�a¡E�ª�"¥K��¡E�]¥�¡����]¢ ¨ ���-©"�I�������4���"�%�r«��4�%� �)��¬��Nd,$'(�_
­ :��.tq�<Ll�"+Z��1eO'
)2.t'��:c�,;'2 iv:K
)(*2?&A@Tfp
):�(*(��®\��%�vW0�

	 ¯-#%�?&-X%X>��¯,#��?&):K
C� S � /]�.�Z!J:Ct<#�
)#�°p� S � Ye�[:K&C�6���4�6!J$';"t'��13:�;0&����
V"��&*&):E
);J(c$';"t':E
)� @<2 ;J���%:K;J:l:E}'V<
):�(*(*2 #%;±V'
)# ­ � :�(�²r/I2.13V'� 2.9E_
2 &a@3j�
)#�1³9�#%13V'�.:E}'2?&a@0�<f S 
c/n�<�c/'
G�%$J�?@o\C`I�n{�X�X%XlY[#%��� �vW
;J#'� \C�l`�b%X%��_a`�b'\�b<�

	 ¯-$J2qX%X>��
´f8
���9K&)2 9C���-
-� ��#�
)2?&)DJ1�&)#h!g2 ;"t�Pq#%;J��:�(�&T+U#%1313#�;
/<$JO'(�&*
)2 ;J�§2 ;µPR2 ;J:C�>
 k 2 13:%��PR$'9C��(B+UDJ2Msc�U#%;J�¶¯,$'2��
¨ ���,©"�I�a¡E���J¬��)�a¡E�l���]¥K��¡E�"¥E¡M���"¢M·Z�I���~�]¡�¡E���~�0���UY[#%���Z\C�I�
S $J1eO]:K
�{0�nW���_AW ^ �ny���
)9�Do{�X%X%X

	 /IV]:��R�%`��3/<V]:�� � 1���;q�Zfg� k � ��/<D':K
)� #09E�]��de�6:E&C�[������+U#�13V'
):�D':�;'_
(*2.i%:Bm�t<:�;0&)2 ­ 9C��&)2 #�;¸#�j±+U:K�.�z+6@<9�� :K_4
):��%$'�.��&):Ct´d,:�;':�(�#�j
&)DJ:r¹U:C��(�&��]�%¥�¥��<���*���e¬v¥�¡E��¥�¡E��ºC�~�)�4�0¡,O0@»yz2 9K
)#v�>
*
���@h¯�@<_
O'
)2.t'2 ¼C�>&)2.#�;R�I½±�%�.¡*¥K�<� ���U«��4�%� �)��¬��A¾����J¡ ¨ ¡K�~� �vY[#%���%�<�0�%{%W���_
�v{��%WI�JLc:�9�:�1eO]:K
N\C���%`I�

Copyright © by SIAM. Unauthorized reproduction of this article is prohibited 340




