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∗ O ?BC�PK?�Q�RTSI?�U�LM? † V�W D O G8C ‡

X�Y8Z\[\]_^�`a[
bdcfehgjiHe"iHk�cml\noc;prqts ctn_uvl\w xHi\gjs ujy{z|uji}zrs n{c�e"iHk�s ujs ~Kc�l\n��
n{ctxKl�ujs ~Kc	e�l�u�ujc;gjn{k�s n@w l�gjxHc�k�e�l�ujs l\w��{l�u�l\��l\k�ctkt�,�8y{c%l\w xHi\gjs ujy{z
s k���l\k�c��}iHn�c;�he{w iHs ujs n{xml�qtiHzre{w ctzrctn_u�l�gjs u��mehgjiHe"c;g�u�����i\gdl
qtc;g�u�l\s n6k��{e{e"i\g�u���w s �Kc�zrc�l\k��hgjcH���8y{s kvehgjiHe"c;g�u��oxH��l�g�l\n_ujctctk
ujy�l�u�s �Il�e"iHk�s ujs ~Kc��_��e�l�u�ujc;gjn�s kr�j� gjc��_�{ctn_u\�	ujy{ctn

O(k)
gjctw l�ujc��

n{ctxKl�ujs ~Kcde�l�u�ujc;gjn{kT�,s w w��"cds nh� gjc��_�{ctn_u��(�{i\g�ujy{c�u�g�lH�hs ujs iHn�l\w
k��{e{e"i\g�u%zrc�l\k��hgjc�ujy{s k%qtiHzre{w ctzrctn_u�l�gjs u���ehgjiHe"c;g�u���y{iHw �hk	u�gj�{c
iHn{w �!�,y{ctn(ujy{c�zrs n{s z��{z�k��{e{e"i\g�u�s kmi�~Kc;gm�{� u���e"c;gjqtctn_u��
bdc}l\w k�i�qtiHnh�{gjz�ujy{c�qti\g�gjctq;ujn{ctk�k�i\�<iH�hg�l\e{ehgjiKl\q�y!�{k�s n{x
��s e{w c;��� k� ����{�{n{q;ujs iHn+¡%lfkMu�l\n��{l�g��muji_iHw�s n/k�e�l�ujs l\w�kMu�l�ujs kMujs qtk
��i\g�l\n�l\w �h¢ts n{xre"iHs n_u�e�l�u�ujc;gjn{kt�I£¤�aujctn{k�s ~Kc	c;�he"c;gjs zrctn_u�l�ujs iHn@iHn
�{l�u�l�c;�au�g�l\q;ujc��d� gjiHz¥ujy{cT¦aw iKl\nv§�s xHs u�l\w�¦a�_�4¦a�hgj~Kc;�f¨�¦a§%¦{¦{©
�{l�u�l\��l\k�c��hctzriHn{kMu�g�l�ujctk�ujy{c��hujs w s u���i\�IiH�hg�l\e{ehgjiKl\q�y�ujiTw l�gjxHc
k�q�l\w c��{l�u�l�c;�he{w i\g�l�ujs iHn+�

ª¬«�­ [\]_®-¯±°±`a[H²�® ­�³
´�µ+¶_·;¸�¶a¹»º�¶_·t¶�¼@¸ ½�¸ ½�¾(¸�¿�·;À�Áo·t¶h¿�Â1ÃaÄfº"¸�¿;Å�Ã_ÆhÁ\Ç;¸ ½�¾+È<Á�É�Ê
·;Çt¶hÅ�·;¸ ½�¾T¶a½+º�¹ ÁH¶aÇ;½�¸ ½�¾Tµ+¶_·�·;Á\Ç;½+¿�ËÌÇ;Á\¹�¶_·;¸ Ãh½+¿�À�¸ µ+¿tÍ,¸ ½<¿�µ+¶_·;¸�¶a¹
º�¶_·t¶aÎ+¶h¿�ÁH¿\ÏI´�µ+¶_·;¸�¶a¹¤º�¶_·t¶�¸�¿#ÄÌÐ�½+º�¶a¼@Á\½{·t¶a¹ ¹ Ñ�º"¸ Ò�Á\Ç;Á\½{·#ÄÌÇ;Ãh¼
·;Çt¶a½+¿;¶hÅ�·;¸ Ãh½+¶a¹+º�¶_·t¶r¸ ½�¸ ·t¿,ÄÌÐ�½+º�¶a¼@Á\½{·t¶a¹B½+¶_·;Ð�Ç;Á�¶a½+º�º"¸�¿j·;Ç;¸ Ê
Î�Ð"·;¸ Ãh½+¶a¹±·;Á\½+º"Á\½+Å�¸ ÁH¿\Ï�Ó�À�Á@ÃhÎ"ÔjÁHÅ�·t¿�¸ ½�¶<¿�µ+¶_·;¸�¶a¹8º�¶_·t¶aÎ+¶h¿�Á
¶aÇ;Á:ÅtÀ+¶aÇt¶hÅ�·;Á\Ç;¸ Õ\ÁHº@Î�Ñ�¶@¿�µ+¶_·;¸�¶a¹�¹ Ã"Å\¶_·;¸ Ãh½<¶a½+º�¿�Á\ÆhÁ\Çt¶a¹B½�Ãh½"Ê
¿�µ+¶_·;¸�¶a¹�¶_·�·;Ç;¸ Î�Ð"·;ÁH¿\ÏIÖ�ÃhÇ#Á�É�¶a¼@µ�¹ ÁhÈ"¶×¾{¶a¹�¶_É"Ñ@º�¶_·t¶aÎ+¶h¿�Á%¼�¶KÑ
Å�Ãh½{·t¶a¸ ½<·;À�Á�É¤ÈBÑd¶a½+º»Õ×Å�ÃaÊMÃhÇtº"¸ ½+¶_·;ÁH¿�ÃaÄI·;À�Á�¾{¶a¹�¶_É"¸ ÁH¿\È"·;À�Á
·jÑ�µBÁH¿�ÃaÄ	¾{¶a¹�¶_É"¸ ÁH¿r¶a½+º�¿�Á\ÆhÁ\Çt¶a¹IÃa·;À�Á\Ç×¶_·�·;Ç;¸ Î�Ð"·;ÁH¿\Ï»Ø%½�Á�É�Ê
¶a¼@µ�¹ Á�ÃaÄ�¶v¿�µ+¶_·;¸�¶a¹#º�¶_·t¶»¼@¸ ½�¸ ½�¾4·t¶h¿�ÂfÀ�Á\Ç;Á�Ù#ÃhÐ�¹�º�ÎBÁ�·;Ã
º"Á�·;Á\Ç;¼@¸ ½�ÁT·;À�Á�Å�Ãh½"ÚBº"Á\½+Å�Á@ÃaÄ�Ú+½+º"¸ ½�¾4¶vÛ�Ü�ÝßÞ;à_á/¾{¶a¹�¶_É"Ñd¸ ½
·;À�Ár½�Á\¸ ¾hÀ�ÎBÃhÐ�Ç;À�Ã�Ã"º�ÃaÄI¶a½�â�áßá Ý Ü�ã�Ý�ärå{à_á à\æhç_Ï

è ½»·;Á\Ç;¼�¿%ÃaÄ�¿�µ+¶_·;¸�¶a¹=¿j·t¶_·;¸�¿j·;¸�Å\¿	·;À�¸�¿�µ�Ç;ÃhÎ�¹ Á\¼éÅ�ÃhÐ�¹�ºdÎBÁ
¿j·t¶_·;ÁHº:¶h¿¤ÄÌÃh¹ ¹ Ã_Ù%¿\ê-ë�¸ ÆhÁ\½�¶	¿�Á�·=ÃaÄ�µBÃh¸ ½{·t¿

S = {xi}
ÈH¸�¿¤·;À�Á\Ç;Á

¶:Ù�¶KÑ�·;Ã×ì{Ð+¶a½{·;¸ ÄÌÑ×·;À+¶_·,·;À�Á�µBÃh¸ ½{·t¿,¸ ½
S
Á�É"À�¸ Î�¸ ·#¶�Þ;à_í�îhï_ð

È-ätï_Þ�Þ;â�á à_ã�âtî%ÃhÇ�í�âMå{à_ã�Ýßñ_â�á ç�ätï_Þ�Þ;â�á à_ã�âtî%ÎBÁ\À+¶KÆ�¸ ÃhÇ�òd´"Å�¸ Á\½{·;¸�¿j·t¿
Ù#ÃhÇ;Â�¸ ½�¾T¸ ½»º"¸ ÆhÁ\Çt¿�Á�Ú+Á\¹�º�¿	¸ ½+Å�¹ Ð+º"¸ ½�¾@ÁHÅ�Ãh¹ Ãh¾hÑhÈ�¾hÁ\Ãh¹ Ãh¾hÑ�¶a½+º
¶h¿j·;Ç;Ãh½�Ãh¼×Ñ4¶aÇ;Á@¸ ½{·;Á\Ç;ÁH¿j·;ÁHºf¸ ½�¸ ½"ÄÌÁ\Ç;Ç;¸ ½�¾4¿�Ð+ÅtÀ�¸ ½"ÄÌÃhÇ;¼�¶_·;¸ Ãh½
ÄÌÇ;Ãh¼¥·;À�Á\¸ Ç:º�¶_·t¶�¿�Á�·t¿�¶h¿%¸ ·:ÃaÄß·;Á\½4µ�Ç;Ã_Æ�¸�º"ÁH¿	¸ ½+¿�¸ ¾hÀ{·t¿�¶aÎBÃhÐ"·
·;À�ÁrÐ�½+º"Á\Ç;¹ Ñ�¸ ½�¾@¼@ÁHÅtÀ+¶a½�¸�¿�¼�¿�¶_·%µ�¹�¶KÑhÏ

∗ ó=ôKõ ö�÷jø�ù�õ úßû�ütý×þ�ûHÿKôK÷�û��rþ����Kü\ü���ütý	�ßôHý ü�ø�

�;ú�õ ü�ô��"÷����KôKü�� ü���õ ÷jù
þ�ûHÿKôK÷�û����8þ��������Kù�ú�ø���� õ ���

† ó=ôKõ ö�÷jø�ù�õ úßû�ütý×þ�ûHÿKôK÷�û��rþ����Kü\ü���ütý	�ßôHý ü�ø�

�;ú�õ ü�ô��"÷����KôKü�� ü���õ ÷jù
þ�ûHÿKôK÷�û����8þ��������Kù�ú�ø���� õ ���

‡ ó=ôKõ ö�÷jø�ù�õ úßû�ütý×þ�ûHÿKôK÷�û��rþ����Kü\ü���ütý	�ßôHý ü�ø�

�;ú�õ ü�ô��"÷����KôKü�� ü���õ ÷jù
þ�ûHÿKôK÷�û����8þ��������Kù�ú�ø���� õ ���

Ó�À�Á<¿j·t¶a½+º�¶aÇtºv·;Ã�Ãh¹,·;Ã»·;ÁH¿j·×ÄÌÃhÇT¿�Ð+ÅtÀ�µ+¶_·�·;Á\Ç;½+¿�¸�¿r·;À�Á
·jÙ#ÃaÊMµBÃh¸ ½{·±Å�ÃhÇ;Ç;Á\¹�¶_·;¸ Ãh½�ÄÌÐ�½+Å�·;¸ Ãh½

ζ
Ï è ½{·;Ð�¸ ·;¸ ÆhÁ\¹ Ñ

ζ
Å\¶a¹�Å�Ð�¹�¶_·;ÁH¿

·;À�Á4¹ ¸ ÂhÁ\¹ ¸ À�Ã�Ã"º�ÄÌÃhÇ�Ú+½+º"¸ ½�¾m¶�µBÃh¸ ½{·�½�ÁH¶aÇ@·;À�Á4Æ�¸�Å�¸ ½�¸ ·jÑ}ÃaÄ
¶a½�Ãa·;À�Á\Ç�¾h¸ ÆhÁ\½<µBÃh¸ ½{·�¶a½+º<Å\¶a½<ÎBÁrÁ�É"µ�Ç;ÁH¿;¿�ÁHº<¶h¿

ζ(δA) =
Nobs(δA)

Nbackground(δA)
− 1

Ù	À�Á\Ç;Á
Nobs(δA)

¸�¿:·;À�Á�½�Ð�¼×ÎBÁ\ÇrÃaÄ�µBÃh¸ ½{·t¿rÃhÎ+¿�Á\Ç;ÆhÁHºv¸ ½�¶
¿�¼�¶a¹ ¹�¶aÇ;ÁH¶

δA
¶a½+º

Nbackground(δA)
¸�¿=·;À�Á�Á�É"µBÁHÅ�·;ÁHº�½�Ð�¼TÊ

ÎBÁ\Ç×ÃaÄ%µBÃh¸ ½{·t¿�·;À+¶_·×Ù	¸ ¹ ¹#ÎBÁ<ÃhÎ+¿�Á\Ç;ÆhÁHº�¶h¿;¿�Ð�¼@¸ ½�¾d·;À+¶_·×·;À�Á
º�¶_·t¶�¸�¿:¿;¶a¼@µ�¹ ÁHº»ÄÌÇ;Ãh¼0¶�¾h¸ ÆhÁ\½vÎ+¶hÅtÂ�¾hÇ;ÃhÐ�½+º4º"¸�¿j·;Ç;¸ Î�Ð"·;¸ Ãh½-Ï
� Ã_Ù6·;À�ÁT·;ÁH¿j·r·;Ã»ÅtÀ+¶aÇt¶hÅ�·;Á\Ç;¸ Õ\Ár·;À�Á�º�¶_·t¶<¿�Á�·�Å\¶a½vÎBÁ�¿�Ð�¼TÊ
¼�¶aÇ;¸ Õ\ÁHº�¶h¿

ζ =







< 0
·;À�Á\½4´�¸�¿�½�Á\¾{¶_·;¸ ÆhÁ\¹ Ñ�Å�ÃhÇ;Ç;Á\¹�¶_·;ÁHº

≈ 0
·;À�Á\½4´<¶a¾hÇ;Á\ÁH¿�Ù	¸ ·;ÀdÎ+¶hÅtÂ�¾hÇ;ÃhÐ�½+º

> 0
·;À�Á\½4´�¸�¿�µBÃ{¿�¸ ·;¸ ÆhÁ\¹ Ñ�Å�ÃhÇ;Ç;Á\¹�¶_·;ÁHº

� Ã_Ù#Á\ÆhÁ\ÇdÅtÀ�Ã�Ã{¿�¸ ½�¾/¶}Î+¶hÅtÂ�¾hÇ;ÃhÐ�½+º�¼@Ã"º"Á\¹r¸�¿»¶}½�Ãh½"Ê
·;Ç;¸ Æ�¸�¶a¹,Á�É"Á\ÇtÅ�¸�¿�Á�¶a½+º�¸�¿�¹�¶aÇ;¾hÁ\¹ Ñvº"Ãh¼�¶a¸ ½"Ê�º"Á\µBÁ\½+º"Á\½{·HÏdÖ�Ð�Ç�Ê
·;À�Á\Ç;¼@ÃhÇ;Á�¸�¿v·;À�Á}Õ\Á�·t¶ ÄÌÐ�½+Å�·;¸ Ãh½(¸ ½+º"Á\µBÁ\½+º"Á\½{· ËÌÀ�Ãh¼@Ãh¾hÁ�Ê
½�ÃhÐ+¿tÍ@ÃhÇ<º"Á\µBÁ\½+º"Á\½{·<Ð�µBÃh½�·;À�ÁfÅ�Ã�ÃhÇtº"¸ ½+¶_·;ÁH¿4ËÌ¸ ½�À�Ãh¼@Ãh¾hÁ�Ê
½�Á\ÃhÐ+¿tÍfÃhÇm¸�¿m¸ ·�Ãh½�¹ Ñ º"Á\µBÁ\½+º"Á\½{·�Ãh½ ·;À�Á�º"¸�¿j·t¶a½+Å�Á ÎBÁ�Ê
·jÙ#Á\Á\½ µBÃh¸ ½{·t¿�ËÌ¸�¿�Ãa·;Ç;Ãhµ�¸�ÅHÍ�ÃhÇ<º"Ã�ÁH¿�·;À�Á�º"¸ Ç;ÁHÅ�·;¸ Ãh½ ¼�¶_·�·;Á\Ç
Ë�¶a½"ÊM¸�¿�Ãa·;Ç;Ãhµ�¸�ÅHÍ�ò! �Á\µBÁ\½+º"¸ ½�¾4Ð�µBÃh½f·;À�Á�¶h¿;¿�Ð�¼@µ"·;¸ Ãh½-È=Æ_¶aÇ;¸ Ê
ÃhÐ+¿

ζ
ÄÌÐ�½+Å�·;¸ Ãh½+¿	À+¶KÆhÁ�ÎBÁ\Á\½dµ�Ç;ÃhµBÃ{¿�ÁHº�¸ ½<·;À�Ár¹ ¸ ·;Á\Çt¶_·;Ð�Ç;ÁhÏ

"�Ð�Ç�ÃhÎ"ÔjÁHÅ�·;¸ ÆhÁ×¸�¿%·;Ã<Ð+¿�Á×¼@Á�·;À�Ã"º�¿�ÄÌÇ;Ãh¼ ¿�µ+¶_·;¸�¶a¹8¶h¿;¿�ÃaÊ
Å�¸�¶_·;¸ Ãh½TÇ;Ð�¹ Á	¼@¸ ½�¸ ½�¾r·;Ã�º"¸�¿;Å�Ã_ÆhÁ\ÇIÅ�Ãh¼@µ�¹ Á�É@¿�µ+¶_·;¸�¶a¹�Ç;Á\¹�¶_·;¸ Ãh½"Ê
¿�À�¸ µ+¿�¶a½+ºT·;À�Á\½�Ð+¿�Á�¿j·t¶_·;¸�¿j·;¸�Å\¶a¹�·;ÁHÅtÀ�½�¸�ì{Ð�ÁH¿I·;ÃTº"Á�·;Á\Ç;¼@¸ ½�Á%¸ Ä
·;À�ÁH¿�Á:Ç;Á\¹�¶_·;¸ Ãh½+¿�À�¸ µ+¿	¶aÇ;Á�¸ ½+º"Á\ÁHºd¿�Ð�Î+¿j·t¶a½{·;¸ ÆhÁhÏ

#�Ãh¼@µ�¹ Á�É!Ç;Á\¹�¶_·;¸ Ãh½+¿�À�¸ µ+¿f¸ ½+Å�¹ Ð+º"Á/ÎBÃa·;À(µBÃ{¿�¸ ·;¸ ÆhÁ/¶a½+º
½�Á\¾{¶_·;¸ ÆhÁd¶h¿;¿�Ã"Å�¸�¶_·;¸ Ãh½�Ç;Ð�¹ ÁH¿\Ï%$8Ã{¿�¸ ·;¸ ÆhÁdÇ;Ð�¹ ÁH¿�¶aÇ;Á�·;À�Á»·;Çt¶_Ê
º"¸ ·;¸ Ãh½+¶a¹�¶h¿;¿�Ã"Å�¸�¶_·;¸ Ãh½}Ç;Ð�¹ ÁH¿�ÃaÄ:·;À�Á4ÄÌÃhÇ;¼

A → B
È%Ù	À�¸�ÅtÀ

¸ ½+º"¸�Å\¶_·;ÁH¿�·;À�Á�µ�Ç;ÁH¿�Á\½+Å�ÁrÃaÄ'&�¸ ½d·;À�Á�½�Á\¸ ¾hÀ�ÎBÃhÐ�Ç;À�Ã�Ã"º�ÃaÄ,Ø�Ï
� Á\¾{¶_·;¸ ÆhÁ#Ç;Ð�¹ ÁH¿8¶aÇ;Á#ÃaÄ+·;À�Á#ÄÌÃhÇ;¼

A→ −B
ÈaÙ	À�¸�ÅtÀT¸ ½+º"¸�Å\¶_·;ÁH¿

·;À�Á�¶aÎ+¿�Á\½+Å�Á�ÃaÄ(&�¸ ½<·;À�Ár½�Á\¸ ¾hÀ�ÎBÃhÐ�Ç;À�Ã�Ã"º�ÃaÄ8Ø�Ï
) À�¸ ¹ Á/¼×Ð+ÅtÀ�Ç;ÁH¿�ÁH¶aÇtÅtÀ À+¶h¿fÎBÁ\Á\½(º"Ãh½�Á}Ãh½�µBÃ{¿�¸ ·;¸ ÆhÁ

¶h¿;¿�Ã"Å�¸�¶_·;¸ Ãh½�Ç;Ð�¹ ÁH¿×¼@¸ ½�¸ ½�¾+ÈIÆhÁ\Ç;Ñ�¹ ¸ ·�·;¹ Á<µ�Ç;Ãh¾hÇ;ÁH¿;¿rÀ+¶h¿×ÎBÁ\Á\½
¶hÅtÀ�¸ Á\ÆhÁHº�¸ ½}¼@¸ ½�¸ ½�¾f½�Á\¾{¶_·;¸ ÆhÁ�µ+¶_·�·;Á\Ç;½+¿\ÏmÓ�À�Á<Ç;ÁH¶h¿�Ãh½�ÄÌÃhÇ
·;À�¸�¿-¸�¿-Ù	À�¸ ¹ Á,¾hÁ\½�Á\Çt¶_·;¸ ½�¾	Å\¶a½+º"¸�º�¶_·;ÁI¸ ·;Á\¼�¿�Á�·t¿-¸ ½�¶h¿;¿�Ã"Å�¸�¶_·;¸ Ãh½
Ç;Ð�¹ ÁH¿I¼@¸ ½�¸ ½�¾+È{¸ ·#Ù#ÃhÐ�¹�ºTÎBÁ�½�ÁHÅ�ÁH¿;¿;¶aÇ;Ñr·;Ã×Å�Ãh½+¿�¸�º"Á\Ç,½�Ãa·�Ãh½�¹ Ñ
·;À�Á�µBÃ{¿�¸ ·;¸ ÆhÁ�µ+¶_·�·;Á\Ç;½+¿\È:Î�Ð"·f¶a¹�¿�Ã�·;À�Á�½�Á\¾{¶_·;¸ ÆhÁ�µ+¶_·�·;Á\Ç;½+¿
¶a½+º�ÁH¶hÅtÀ�µBÃ{¿�¸ ·;¸ ÆhÁ�µ+¶_·�·;Á\Ç;½<ÃaÄ±¹ Á\½�¾a·;À

k
¾h¸ ÆhÁH¿#Ç;¸�¿�Á�·;Ã

O(k)½�Á\¾{¶_·;¸ ÆhÁIµ+¶_·�·;Á\Ç;½+¿-¼�¶aÂ�¸ ½�¾	·;À�Á#¿�ÁH¶aÇtÅtÀr¿�µ+¶hÅ�ÁIÁ�É"µBÃh½�Á\½{·;¸�¶a¹ ¹ Ñ



¹�¶aÇ;¾hÁ\Ç¤·;À+¶a½�·;À�Á�¿�µ+¶hÅ�Á,ÄÌÃhÇ±µBÃ{¿�¸ ·;¸ ÆhÁ�µ+¶_·�·;Á\Ç;½+¿\Ï è ½r·;À�¸�¿±µ+¶aµBÁ\Ç
Ù#Á�µ�Ç;ÁH¿�Á\½{·�¶a½mÁ���Å�¸ Á\½{·�¶a¹ ¾hÃhÇ;¸ ·;À�¼�·;Ãf¾hÁ\½�Á\Çt¶_·;Á�Å�Ãh¼@µ�¹ Á�É
Ç;Á\¹�¶_·;¸ Ãh½+¿�À�¸ µ+¿#¸ ½»¿�µ+¶_·;¸�¶a¹-º�¶_·t¶aÎ+¶h¿�ÁH¿\Ï

ªB³�ª������ ^"[ � ¯	�×®+]�
 Ø�¿;¿�Ã"Å�¸�¶_·;¸ Ãh½�Ç;Ð�¹ ÁH¿r¶aÇ;Á�Å�Ãh½+¿�¸�º"Á\Ç;ÁHº
Ãh½�Á%ÃaÄ�·;À�Á�¼�¶_ÔjÃhÇ#¿�Ð+Å\Å�ÁH¿;¿,¿j·;ÃhÇ;¸ ÁH¿,ÃaÄ-º�¶_·t¶r¼@¸ ½�¸ ½�¾×Ç;ÁH¿�ÁH¶aÇtÅtÀ
� 
�� Ï,Ø�¿;¿�Ã"Å�¸�¶_·;¸ Ãh½��	Ð�¹ ÁH¿�¶aÇ;Á	·;Çt¶hº"¸ ·;¸ Ãh½+¶a¹ ¹ Ñ@º"ÁH¿;Å�Ç;¸ ÎBÁHº�¸ ½�·;À�Á
ÄÌÇt¶a¼@Á\Ù#ÃhÇ;Â�ÃaÄ:¼�¶aÇ;ÂhÁ�·�Î+¶h¿�ÂhÁ�·�¶a½+¶a¹ Ñ"¿�¸�¿\Ïoë�¸ ÆhÁ\½�¶�¿�Á�·�ÃaÄ
¸ ·;Á\¼�¿ è ¶a½+º�¶×¿�Á�·#ÃaÄ¤·;Çt¶a½+¿;¶hÅ�·;¸ Ãh½+¿,Ó�Å�Ãh½+¿�¸�¿j·;¸ ½�¾�ÃaÄ=¿�Ð�Î+¿�Á�·t¿
ÃaÄ è È±¶a½mØ�¿;¿�Ã"Å�¸�¶_·;¸ Ãh½��	Ð�¹ Á�¸�¿×¶dÇ;Á\¹�¶_·;¸ Ãh½+¿�À�¸ µ�ÃaÄ#·;À�Á�ÄÌÃhÇ;¼
A →s,c B

È¤Ù	À�Á\Ç;Á×Ø(¶a½+º & ¶aÇ;ÁT¿�Ð�Î+¿�Á�·t¿�ÃaÄ è Ù	À�¸ ¹ Á@¿�¶a½+º
Å�¶aÇ;Á:·;À�Á×¼@¸ ½�¸ ¼×Ð�¼ ¿�Ð�µ�µBÃhÇ�·�¶a½+º»Å�Ãh½"ÚBº"Á\½+Å�ÁrÃaÄ8·;À�Á×Ç;Ð�¹ ÁhÏ
Ø6¸�¿%Å\¶a¹ ¹ ÁHº�·;À�Á×¶a½{·;ÁHÅ�ÁHº"Á\½{·�¶a½+º & ·;À�Á�Å�Ãh½+¿�ÁHì{Ð�Á\½{·%ÃaÄ±·;À�Á
Ç;Ð�¹ ÁhÏ�Ó�À�Á�¿�Ð�µ�µBÃhÇ�·

σ(A)
ÃaÄ,¶�¿�Ð�Î+¿�Á�·�Ø6ÃaÄ è ¸�¿%º"Á�Ú+½�ÁHº»¶h¿

·;À�Á�µBÁ\ÇtÅ�Á\½{·t¶a¾hÁ%ÃaÄ-·;Çt¶a½+¿;¶hÅ�·;¸ Ãh½+¿,Ù	À�¸�ÅtÀ�Å�Ãh½{·t¶a¸ ½�Øo¶a½+º@·;À�Á
Å�Ãh½"ÚBº"Á\½+Å�Á�ÃaÄ¤¶�Ç;Ð�¹ Á

A→ B
¸�¿ σ(A∪B)

σ(A)

Ï��»Ã{¿j·,¶a¹ ¾hÃhÇ;¸ ·;À�¼�¿
ÄÌÃhÇ8¶h¿;¿�Ã"Å�¸�¶_·;¸ Ãh½rÇ;Ð�¹ Á�º"¸�¿;Å�Ã_ÆhÁ\Ç;Ñ�·t¶aÂhÁ#¶hº"Æ_¶a½{·t¶a¾hÁ,ÃaÄ�·;À�Á�¶a½{·;¸ Ê
¼@Ãh½�Ãa·;Ãh½�¸�Å�¸ ·jÑ�µ�Ç;ÃhµBÁ\Ç�·jÑ:Á�É"À�¸ Î�¸ ·;ÁHº�Î�Ñ�·;À�Á�¿�Ð�µ�µBÃhÇ�·±¹ Á\ÆhÁ\¹�ê è Ä
A ⊂ B

·;À�Á\½
σ(A) ≥ σ(B)

Ï
"�Ð�Ç�ÄÌÃ"Å�Ð+¿<¸�¿�·;Ã/¶aµ�µ�¹ Ñ}·;À�Áfµ�Ç;¸ ½+Å�¸ µ�¹ ÁfÃaÄTØ%µ�Ç;¸ ÃhÇ;¸�¸ ½

¿�µ+¶_·;¸�¶a¹#º�¶_·t¶�Ï���ÃhµBÁ\Çt¿�Â�¸�¶a½+º � ¶a½ � ��� µ�Ç;ÃhµBÃ{¿�ÁHºv·;À�Á�Ú+Çt¿j·
Á�É�·;Á\½+¿�¸ Ãh½éÃaÄ�·;À�Á(Ø%µ�Ç;¸ ÃhÇ;¸4µ+¶aÇt¶hº"¸ ¾h¼ ·;Ã¥¿�µ+¶_·;¸�¶a¹vº�¶_·t¶�Ï
� Ã_Ù#Á\ÆhÁ\Ç/¸ ½é·;À�Á\¸ Ç ¼@Á�·;À�Ã"º�·;À�Á\Ñ�¼�¶_·;Á\Ç;¸�¶a¹ ¸ Õ\ÁHº�¶a¹ ¹»·;À�Á
µBÃ{¿;¿�¸ Î�¹ Á!¿�µ+¶_·;¸�¶a¹4Ç;Á\¹�¶_·;¸ Ãh½+¿�À�¸ µ+¿}·;À+¶_· ·;À�Á\Ñ�¸ ½{·;Á\½+º"ÁHº�·;Ã
¼@¸ ½�ÁhÏoÓ�À�¸�¿�¸�¿�ÁHì{Ð�¸ Æ_¶a¹ Á\½{·�·;Ãmº"Á�·;Á\Ç;¼@¸ ½�¸ ½�¾�·;À�Á4Ð�½�¸ ÆhÁ\Çt¿�Á
ÃaÄ@Å\¶a½+º"¸�º�¶_·;Áf¸ ½{·;Á\Ç;ÁH¿j·;¸ ½�¾}Ç;Á\¹�¶_·;¸ Ãh½+¿�À�¸ µ+¿\Ï�Ó�À�Ð+¿<¸ ½ ¿�Ãh¼@Á
Ù�¶KÑ"¿I·;À�Á\¸ Ç#·;ÁHÅtÀ�½�¸�ì{Ð�Á:Ù�¶h¿�À�Ñ�µBÃa·;À�ÁH¿�¸�¿#º"Ç;¸ ÆhÁ\½�Çt¶_·;À�Á\Ç�·;À+¶a½
À�Ñ�µBÃa·;À�ÁH¿�¸�¿�¾hÁ\½�Á\Çt¶_·;¸ ½�¾+Ï

Ø%½!Á���Å�¸ Á\½{·�¶a¹ ¾hÃhÇ;¸ ·;À�¼�·;Ã ¼@¸ ½�Á}¶�Â�¸ ½+º6ÃaÄ�¿�µ+¶_·;¸�¶a¹
Å�ÃaÊM¹ Ã"Å\¶_·;¸ Ãh½+¿�Ù�¶h¿×µ�Ç;ÃhµBÃ{¿�ÁHº�Î�Ñ�´�À�Á\Â�À+¶aÇ@¶a½+º � Ð+¶a½�¾ � ��� Ï
Ó�À�ÁoÅ�Ãh½+Å�Á\µ"·t¿�ÃaÄv½�Á\¸ ¾hÀ�ÎBÃhÐ�Ç;À�Ã�Ã"º¤È<µ+¶aÇ�·;¸�Å�¸ µ+¶_·;¸ Ãh½�Çt¶_·;¸ Ã+È
µ+¶aÇ�·;¸�Å�¸ µ+¶_·;¸ Ãh½}¸ ½+º"Á�É}Ù#Á\Ç;Á»º"Á�Ú+½�ÁHº¤Ï è ½+¿j·;ÁH¶hº}ÃaÄr¿�Ð�µ�µBÃhÇ�·HÈ
·;À�Á,µ+¶aÇ�·;¸�Å�¸ µ+¶_·;¸ Ãh½�¸ ½+º"Á�É:Ù�¶h¿�Ð+¿�ÁHºr¶h¿-¶�µ�Ç;Ð�½�¸ ½�¾	¼@ÁH¶h¿�Ð�Ç;Á8¸ ½
·;À�ÁTÅ�Ãh½�ÆhÁ\½{·;¸ Ãh½+¶a¹=Ø%µ�Ç;¸ ÃhÇ;¸ ÊM¹ ¸ ÂhÁr·;ÁHÅtÀ�½�¸�ì{Ð�ÁhÏ�Ó�À�ÁTº"Çt¶KÙ	Î+¶hÅtÂ
ÃaÄ¤·;À�Á\¸ Ç�¼@Á�·;À�Ã"º�¸�¿,·;À+¶_·	¿�Ãh¼@Á�Å�Ãh½"ÚBº"Á\½{·�Å�ÃaÊM¹ Ã"Å\¶_·;¸ Ãh½�Ç;Ð�¹ ÁH¿
Ù	¸ ·;À ¹ Ã_Ù0¿�Ð�µ�µBÃhÇ�·d¶aÇ;Áv¶a¹�¿�Ãmµ�Ç;Ð�½�ÁHº¤Ï è ½ ÃhÇtº"Á\Ç�·;Ã}¿�Ãh¹ ÆhÁ
·;À�¸�¿�µ�Ç;ÃhÎ�¹ Á\¼dÈ � Ð+¶a½�¾�Á�·:¶a¹�Ï � ��� µ�Ç;ÃhµBÃ{¿�ÁHº�·;À�ÁTÅ�Ãh½+Å�Á\µ"·�ÃaÄ
¼�¶_É"¸ ¼�¶a¹�µ+¶aÇ�·;¸�Å�¸ µ+¶_·;¸ Ãh½T¸ ½+º"Á�É�¶a½+ºT¸ ·�Ù�¶h¿IÐ+¿�ÁHº@¶h¿Iµ�Ç;Ð�½�¸ ½�¾
¼@ÁH¶h¿�Ð�Ç;Á%·;Ã@Ç;Á\µ�¹�¶hÅ�Á�µ+¶aÇ�·;¸�Å�¸ µ+¶_·;¸ Ãh½�¸ ½+º"Á�É¤Ï ) Á:Ù	¸ ¹ ¹-º"¸�¿;Å�Ð+¿;¿
·;À�ÁH¿�Á}¼@ÁH¶h¿�Ð�Ç;ÁH¿v¸ ½ º"Á�·t¶a¸ ¹@¸ ½ ¿�ÁHÅ�·;¸ Ãh½��"Ï �"È@¶h¿v·;À�Á\Ñ�¶aÇ;Á
Å�Á\½{·;Çt¶a¹B·;Ã�ÃhÐ�Ç%¶aµ�µ�Ç;Ã{¶hÅtÀ-Ï

Ø%½�¶a¹ ¾hÃhÇ;¸ ·;À�¼ ·;Ã�¼@¸ ½�Á»ÎBÃa·;À/µBÃ{¿�¸ ·;¸ ÆhÁ»¶a½+º�½�Á\¾{¶_·;¸ ÆhÁ
¶h¿;¿�Ã"Å�¸�¶_·;¸ Ãh½�Ç;Ð�¹ ÁH¿TÙ�¶h¿×µ�Ç;ÃhµBÃ{¿�ÁHº�Î�Ñ ) Ð}Á�·�¶a¹�Ï � 
�
�� Ï è ½
·;À�Á\¸ Ç	¶a¹ ¾hÃhÇ;¸ ·;À�¼1½�Á\¾{¶_·;¸ ÆhÁ�Ç;Ð�¹ ÁH¿�¶aÇ;Á�¾hÁ\½�Á\Çt¶_·;ÁHº@ÄÌÇ;Ãh¼1¸ ½"ÄÌÇ;Á�Ê
ì{Ð�Á\½{·#¸ ·;Á\¼�¿�Á�·t¿�¶a½+º�¸ ½{·;Á\Ç;ÁH¿j·#¸�¿�Ð+¿�ÁHº�¶h¿#¶rÄÌÐ�Ç�·;À�Á\Ç#µ�Ç;Ð�½�¸ ½�¾
¼@ÁH¶h¿�Ð�Ç;ÁhÏ &#ÑdÅ�Ãh½+¿�¸�º"Á\Ç;¸ ½�¾@·;À�Á�½�Á\¾{¶_·;¸ ÆhÁrÇ;Ð�¹ ÁH¿%Ãh½�¹ Ñ<¸ ½d·;À�Á
¸ ½"ÄÌÇ;ÁHì{Ð�Á\½{·@¸ ·;Á\¼�¿�Á�·t¿\È�¿�Ãh¼@Á�µBÃa·;Á\½{·;¸�¶a¹	Å�Ãh½"ÚBº"Á\½{·@½�Á\¾{¶_·;¸ ÆhÁ
Ç;Ð�¹ ÁH¿�Å�ÃhÐ�¹�º�ÎBÁ:¹ Ã{¿j·HÏIÖ�ÃhÇ�Á�É�¶a¼@µ�¹ ÁrÅ�Ãh½+¿�¸�º"Á\Ç�Û��HÜhÜ��! #"%$'&�Ï � È
Û��HÜhÜ��! '(*)�"%$'&�Ï � � ¶a½+ºfðTÝßí�Û��HÜ+$'&�Ï �"Ï � Á\Ç;Á-,KØ�È &/.r¸�¿%¶TÄÌÇ;Á�Ê
ì{Ð�Á\½{·�µ+¶_·�·;Á\Ç;½�¿�¸ ½+Å�Á×Û��HÜhÜ��! '(*)�"�0!ðTÝßí�Û��HÜ�ÏIÓ�À�Á\Ç;Á�ÄÌÃhÇ;Á	·;À�Á
½�Á\¾{¶_·;¸ ÆhÁ�µ+¶_·�·;Á\Ç;½1,KØ�È Ê &/.�Ù	¸ ¹ ¹�½�Ãa·TÎBÁ<Å�Ãh½+¿�¸�º"Á\Ç;ÁHº�¶_·@¶a¹ ¹�Ï
� Ã_Ù#Á\ÆhÁ\ÇHÈ Û��HÜhÜ��! '(324)�"%$ Û��HÜhÜ��! #"tÊ;Û��HÜhÜ��! '(*)�"%$'&�Ï � � Ï�Ó�À�¸�¿
¿�À�Ã_Ù%¿r·;À+¶_·TÁ\ÆhÁ\½�·;À�ÃhÐ�¾hÀ1,KØ�È Ê &/.�¸�¿T¶»ÄÌÇ;ÁHì{Ð�Á\½{·Tµ+¶_·�·;Á\Ç;½-È

¸ ·�¸�¿@µ�Ç;Ð�½�ÁHºm¸ ½�·;À�¸�¿�¶aµ�µ�Ç;Ã{¶hÅtÀ-Ï�Ó�À�Á\Ç;Á�ÄÌÃhÇ;Á�·;À�¸�¿@¼@Á�·;À�Ã"º
Ù	¸ ¹ ¹�½�Ãa·�ÎBÁ»¶aÎ�¹ Á�·;Ãf¼@¸ ½�Á<·;À�Á»Å�Ãh¼@µ�¹ Á�·;Ád¿�Á�·@ÃaÄ�ÄÌÇ;ÁHì{Ð�Á\½{·
½�Á\¾{¶_·;¸ ÆhÁ�µ+¶_·�·;Á\Ç;½+¿�¸ ½<·;À�Á�º�¶_·t¶h¿�Á�·HÏ

Ø%½�Ãa·;À�Á\Ç%¶aµ�µ�Ç;Ã{¶hÅtÀ�ÄÌÃhÇ�¼@¸ ½�¸ ½�¾@µBÃ{¿�¸ ·;¸ ÆhÁr¶a½+º�½�Á\¾{¶_·;¸ ÆhÁ
Ç;Á\¹�¶_·;¸ Ãh½+¿�À�¸ µ+¿�Ù�¶h¿�µ�Ç;ÃhµBÃ{¿�ÁHºvÎ�ÑvØ%½{·;Ãh½�¸ Á�¶a½+º65�¶a¸�¶a½�Á � � � Ï
è ½�¶hº�º"¸ ·;¸ Ãh½f·;Ãd·;À�Á»ðTÝßí�Û��HÜf¶a½+º}ðTÝßí�ätï_í%7�¼@ÁH¶h¿�Ð�Ç;ÁH¿�·;À�Á\Ñ
¸ ½{·;Ç;Ã"º"Ð+Å�ÁHº:·;À�Á�Å�ÃhÇ;Ç;Á\¹�¶_·;¸ Ãh½�·;À�Ç;ÁH¿�À�Ãh¹�º�¶h¿-·;À�Á�·;À�¸ Çtº�µ+¶aÇt¶a¼TÊ
Á�·;Á\ÇHÏ±Ó�À�Á\¸ ÇI¶aµ�µ�Ç;Ã{¶hÅtÀr¾hÁ\½�Á\Çt¶_·;ÁH¿=Ãh½�¹ Ñ�¶�¿�Ð�Î+¿�Á�·IÃaÄ+½�Á\¾{¶_·;¸ ÆhÁ
Ç;Ð�¹ ÁH¿\È¤Ù	À�¸�ÅtÀ4·;À�Á\Ñ4Ç;Á�ÄÌÁ\Ç�·;Ãd¶h¿�ätï_í%8,í�âtî<í�âMå{à_ã�Ýßñ_â�àKÛtÛ\ïHä�Ý�à�2
ã�Ý�ï_í Þ��"á â�Û�È�Ù	À�Á\Ç;Ád·;À�Á»Á\½{·;¸ Ç;Á4¶a½{·;ÁHÅ�ÁHº"Á\½{·�ÃhÇ�Å�Ãh½+¿�ÁHì{Ð�Á\½{·
¼×Ð+¿j·�ÎBÁ�¶»Å�Ãh½_ÔjÐ�½+Å�·;¸ Ãh½�ÃaÄ�½�Á\¾{¶_·;ÁHº�¶_·�·;Ç;¸ Î�Ð"·;ÁH¿�ÃhÇ�¶»Å�Ãh½"Ê
ÔjÐ�½+Å�·;¸ Ãh½dÃaÄ±½�Ãh½"ÊM½�Á\¾{¶_·;ÁHº<¶_·�·;Ç;¸ Î�Ð"·;ÁH¿\Ï

ªB³:9<;��>=}«�­ ZH²!?A@�[@^ ­ ¯CB!^�² ­CD ® ­ [\]_²ÌY8°=[H²�® ­ Z

 Ï "�Ð�Ç�ÃhÎ"ÔjÁHÅ�·;¸ ÆhÁd¸�¿@·;Ãm¿�¸ ¼×Ð�¹ ·t¶a½�Á\ÃhÐ+¿�¹ Ñm¼@¸ ½�Á4Å�Ãh¼@µ�¹ Á�É
¿�µ+¶_·;¸�¶a¹<Ç;Á\¹�¶_·;¸ Ãh½+¿�À�¸ µ+¿�Ù	À�¸�ÅtÀ¥¸ ½+Å�¹ Ð+º"ÁoµBÃ{¿�¸ ·;¸ ÆhÁ ¶a½+º
½�Á\¾{¶_·;¸ ÆhÁ<µ+¶_·�·;Á\Ç;½+¿\Ï ) Á»Å\¶a½/¶hÅtÀ�¸ Á\ÆhÁ�·;À�¸�¿@ÃhÎ"ÔjÁHÅ�·;¸ ÆhÁ
Ð+¿�¸ ½�¾T·;À�Á:ÄÌÃh¹ ¹ Ã_Ù	¸ ½�¾TÃhÎ+¿�Á\Ç;Æ_¶_·;¸ Ãh½-ê

´�Ð�µ�µBÃ{¿�Á
{A, B}

¸�¿,¶:µBÃ{¿�¸ ·;¸ ÆhÁE�KÊM¸ ·;Á\¼�¿�Á�·�¶a½+º
σ(A, B)¸ ·t¿�¿�Ð�µ�µBÃhÇ�·HÏ6Ó�À�Á\½/·;À�Á4ÄÌÃh¹ ¹ Ã_Ù	¸ ½�¾�Ç;Á\¹�¶_·;¸ Ãh½+¿�À�¸ µ�Å\¶a½

ÁH¶h¿�¸ ¹ Ñ�ÎBÁ�º"Á\Ç;¸ ÆhÁHº

σ(A,−B) = σ(A) − σ(A, B)
Ë 
 Ï 
 Í
� Á\Ç;Á

−B
Ç;Á\µ�Ç;ÁH¿�Á\½{·t¿}·;À�Á�¶aÎ+¿�Á\½+Å�Á6ÃaÄ

B
Ï � Ã_ÙrÈ

ÎBÁHÅ\¶aÐ+¿�ÁmÃaÄ@·;À�Á}¶a½{·;¸ ÊM¼@Ãh½�Ãa·;Ãh½�¸�Å�¸ ·jÑ�ÃaÄ�·;À�Á}¿�Ð�µ�µBÃhÇ�·
¼@ÁH¶h¿�Ð�Ç;ÁhÈ

σ(A) ≥ σ(A, B)
Ï!Ó�À�Á\Ç;Á�ÄÌÃhÇ;Á

σ(A, B) >
50%

¸ ¼@µ�¹ ¸ ÁH¿}·;À+¶_·
σ(A,−B) < 50%

Ï � Ãa·;ÁhÈv¶
¿�Ð�µ�µBÃhÇ�·<¾hÇ;ÁH¶_·;Á\Ç�·;À+¶a½

50%
¸�¿�Ç;ÁHì{Ð�¸ Ç;ÁHº}ÄÌÃhÇ�·;À�¸�¿�·;Ã

À�Ãh¹�ºéÐ�½�¸ ÄÌÃhÇ;¼@¹ ÑhÏ Ó�À�¸�¿ Ù	¸ ¹ ¹fÁ\½+¶aÎ�¹ Á!·;À�Á�µ�Ç;Ð�½�¸ ½�¾
ÃaÄ:½�Á\¾{¶_·;¸ ÆhÁdµ+¶_·�·;Á\Ç;½+¿»Ëß·;À�Ã{¿�Ád·;À+¶_·�Å�Ãh½{·t¶a¸ ½/½�Á\¾{¶_·;¸ ÆhÁ
¸ ·;Á\¼�¿tÍ#Î+¶h¿�ÁHº�Ãh½�ÄÌÇ;ÁHì{Ð�Á\½{·	µBÃ{¿�¸ ·;¸ ÆhÁrµ+¶_·�·;Á\Ç;½+¿\Ï
� Ã_Ù#Á\ÆhÁ\ÇHÈ¤ÅtÀ�Ã�Ã{¿�¸ ½�¾<¶d¿�Ð�µ�µBÃhÇ�·r¹ Á\ÆhÁ\¹8ÃaÄ#¾hÇ;ÁH¶_·;Á\Ç�·;À+¶a½
Ú�Äß·jÑ�µBÁ\ÇtÅ�Á\½{·mÙ	¸ ¹ ¹�½�Ãa·m¹ ÁH¶hº�·;Ã Ýßí+ã�â�Þ;â�Û�ã�Ýßí�å/Ç;ÁH¿�Ð�¹ ·t¿
ÎBÁHÅ\¶aÐ+¿�Á6Á\¸ ·;À�Á\Ç�·;À�Á\Ç;Á!Ù	¸ ¹ ¹4ÎBÁ!ÆhÁ\Ç;Ñ�ÄÌÁ\Ù ¸ ·;Á\¼�¿�Á�·t¿
Ù	À�¸�ÅtÀ×À+¶KÆhÁ#¿�Ð+ÅtÀ×À�¸ ¾hÀT¿�Ð�µ�µBÃhÇ�·8ÃhÇ=·;À�Á#¸ ·;Á\¼�¿�Á�·t¿8Ù	À�¸�ÅtÀ
º"Ã�À+¶KÆhÁ4¿�Ð+ÅtÀ/À�¸ ¾hÀ ¿�Ð�µ�µBÃhÇ�·�Ù	¸ ¹ ¹�µ�Ç;ÃhÎ+¶aÎ�¹ Ñ�ÎBÁ4Ù#Á\¹ ¹
Â�½�Ã_Ù	½-ÏIÓ�À�Ð+¿�Ù#Á:½�Á\ÁHºd¶T¼@ÁH¶h¿�Ð�Ç;Á

M
¿�Ð+ÅtÀ�·;À+¶_·

Ë�¶{Í�Ø Ç;Á\¹�¶_·;¸ Ãh½+¿�À�¸ µd¿�¸ ¼@¸ ¹�¶aÇ�·;Ã-F�ì{Ð+¶_·;¸ Ãh½ 
 Ï 
 À�Ãh¹�º�¿\Ï
ËÌÎBÍ è ·�¸�¿	½+¶_·;Ð�Çt¶a¹�·;Ã�¿�Á�·%À�¸ ¾hÀ<·;À�Ç;ÁH¿�À�Ãh¹�º�Æ_¶a¹ Ð�ÁH¿�ËÌ¹ ¸ ÂhÁ

Å�Ãh½"ÚBº"Á\½+Å�ÁKÍ�Ï
Ë�ÅHÍ<Ø ¼@Ãh½�Ãa·;Ãh½�¸�Å�ÊM¹ ¸ ÂhÁ�µ�Ç;ÃhµBÁ\Ç�·jÑ À�Ãh¹�º�¿4Ù	À�¸�ÅtÀ Ù	¸ ¹ ¹

Á\½+¶aÎ�¹ Ám¶a¾h¾hÇ;ÁH¿;¿�¸ ÆhÁvµ�Ç;Ð�½�¸ ½�¾/ÃaÄ�Å\¶a½+º"¸�º�¶_·;Á�µ+¶_·�Ê
·;Á\Ç;½+¿\Ï

) Á�Ù	¸ ¹ ¹/Ð+¿�Á�·;À�ÁG�4¶_É"¸ ¼�¶a¹ $I¶aÇ�·;¸�Å�¸ µ+¶_·;¸ Ãh½ è ½+º"Á�É
Ë!�4¶_É $ è Í�¸ ½{·;Ç;Ã"º"Ð+Å�ÁHº�Î�Ñ � Ð+¶a½�¾TÁ�·�¶a¹�Ï � ��� ¶a½+º<¿�À�Ã_Ù
·;À+¶_·#¸ ·	¿;¶_·;¸�¿jÚ+ÁH¿�¶a¹ ¹+·;À�Á%·;À�Ç;Á\Á�µ�Ç;ÃhµBÁ\Ç�·;¸ ÁH¿,Á\½�Ð�¼@Á\Çt¶_·;ÁHº
¶aÎBÃ_ÆhÁhÏ
Ó=Ã�·;À�Á,ÎBÁH¿j·=ÃaÄ�ÃhÐ�Ç-Â�½�Ã_Ù	¹ ÁHº"¾hÁ±·;À�¸�¿-¸�¿�·;À�ÁIÚ+Çt¿j·=Á���Å�¸ Á\½{·
¶a¹ ¾hÃhÇ;¸ ·;À�¼éÙ	À�¸�ÅtÀ�Å\¶a½f¿�¸ ¼×Ð�¹ ·t¶a½�Á\ÃhÐ+¿�¹ Ñ»¼@¸ ½�Á@µBÃ{¿�¸ ·;¸ ÆhÁ
¶a½+º�½�Á\¾{¶_·;¸ ÆhÁ:µ+¶_·�·;Á\Ç;½+¿\Ï



�"Ï è ½�ÃhÐ�Ç#ÁH¶aÇ;¹ ¸ Á\Ç#Ù#ÃhÇ;Â � � � È"Ù#Á�À+¶hº�¸ ½{·;Ç;Ã"º"Ð+Å�ÁHº�¶�·t¶_É"Ãh½"Ê
Ãh¼×Ñ�ÃaÄIÅ�Ãh¼@µ�¹ Á�Éd¿�µ+¶_·;¸�¶a¹-Ç;Á\¹�¶_·;¸ Ãh½+¿�À�¸ µ+¿#·;À+¶_·�¶aÇ;Á:Ù#ÃhÇ�Ê
·;À�Ñ�ÃaÄIÎBÁ\¸ ½�¾�¼@¸ ½�ÁHº¤Ï�Ó±¶aÎ�¹ Á 
 ¾h¸ ÆhÁH¿#·;À�Á�Î+¶h¿�¸�Årº"Á�Ú+½�¸ Ê
·;¸ Ãh½+¿rÃaÄ�·;À�ÁH¿�Á�Ç;Á\¹�¶_·;¸ Ãh½+¿�À�¸ µ+¿�¶a½+ºfÙ#Á�Ù	¸ ¹ ¹#¿�À�Ã_Ù�À�Ã_Ù
·;Ã�Á���Å�¸ Á\½{·;¹ Ñ@¼@¸ ½�Á%·;À�ÁH¿�Á%Ç;Á\¹�¶_·;¸ Ãh½+¿�À�¸ µ+¿IÐ+¿�¸ ½�¾×ÃhÐ�Ç�¶aµ"Ê
µ�Ç;Ã{¶hÅtÀ-Ï

� Ï ) Á�À+¶KÆhÁ�Å\¶aÇ;Ç;¸ ÁHº�ÃhÐ"·8º"Á�·t¶a¸ ¹ ÁHºrÁ�É"µBÁ\Ç;¸ ¼@Á\½{·t¿-Ãh½×¶	¹�¶aÇ;¾hÁ
Á�É�·;Çt¶hÅ�·8ÃaÄ+·;À�Á�´�¹ Ã{¶a½  �¸ ¾h¸ ·t¶a¹+´�Â�ÑT´�Ð�Ç;ÆhÁ\Ñ�º�¶_·t¶aÎ+¶h¿�Á�·;Ã
¿�À�Ã_Ù�À�Ã_Ù�ÃhÐ�Ç±¶aµ�µ�Ç;Ã{¶hÅtÀrÅ\¶a½�ÎBÁ�Ð+¿�ÁHºr¸ ½×µ�Çt¶hÅ�·;¸�Å�ÁhÏ ) Á
º"¸�¿;Å�Ã_ÆhÁ\Ç:µ+¶_·�·;Á\Ç;½+¿\È=Ù	À�¸�ÅtÀ�¶aÇ;Á@Â�½�Ã_Ù	½v·;Ã»ÎBÁ�¾hÁ\½�Ð�¸ ½�Á
¶a½+º�Ãa·;À�Á\Çt¿#Ù	À�¸�ÅtÀ<¼�¶KÑ@·;Ð�Ç;½<ÃhÐ"·�·;Ã@ÎBÁ���¸ ½{·;Á\Ç;ÁH¿j·;¸ ½�¾��
·;À�Ð+¿TÅ�Ãh½"Ú+Ç;¼@¸ ½�¾»·;À�Á�Ç;Ãh¹ Á�ÃaÄ%º�¶_·t¶4¼@¸ ½�¸ ½�¾v¶h¿T¶d·;Ã�Ãh¹
ÄÌÃhÇ%Å�Ç;ÁHº"¸ Î�¹ Á:À�Ñ�µBÃa·;À�ÁH¿�¸�¿�¾hÁ\½�Á\Çt¶_·;¸ Ãh½-Ï

� Ï "�½�Á�ÃaÄ¤·;À�Á�Ù#ÁH¶aÂ�½�ÁH¿;¿�ÁH¿IÃaÄ=¶h¿;¿�Ã"Å�¸�¶_·;¸ Ãh½�Ç;Ð�¹ Á�¼@¸ ½�¸ ½�¾×¸�¿
·;À+¶_·#·;À�Á�½�Ð�¼×ÎBÁ\Ç�ÃaÄ-Ç;Ð�¹ ÁH¿�·;À+¶_·	¶aÇ;Á%¾hÁ\½�Á\Çt¶_·;ÁHº@Ä�¶aÇ#Á�É�Ê
Å�Á\ÁHº�¿=·;À�Á���¾hÁ\½�Ð�¸ ½�Á��I½�Ð�¼×ÎBÁ\Ç8ÃaÄ+µ+¶_·�·;Á\Ç;½+¿=·;À+¶_·,¶aÇ;Á�¸ ½"Ê
·;Á\Ç;ÁH¿j·;¸ ½�¾+Ï ) Á:ÄÌÃh¹ ¹ Ã_Ù ¶a½d¶aµ�µ�Ç;Ã{¶hÅtÀd¶a½+¶a¹ Ãh¾hÃhÐ+¿,·;Ã@·;À�Á
Ú+¹ ·;Á\Ç�ÊMÇ;Á�Ú+½�Á<¿j·;Çt¶_·;Á\¾hÑ�µBÃhµ�Ð�¹�¶aÇT¸ ½/¿�µ+¶_·;¸�¶a¹�º�¶_·t¶aÎ+¶h¿�ÁH¿\Ï
) Á�Ù	¸ ¹ ¹-Ð+¿�Á:·;À�Á � $

�
�4¶_É $ è ¶a¹ ¾hÃhÇ;¸ ·;À�¼1·;Ã�¾hÁ\½�Á\Çt¶_·;Á

Å\¶a½+º"¸�º�¶_·;Á	µ+¶_·�·;Á\Ç;½+¿I¶a½+ºTÐ+¿�Á�·;À�Á/�	¸ µ�¹ Á\Ñ�	 ¿ ��Ê�ÄÌÐ�½+Å�·;¸ Ãh½
·;Ã�·;ÁH¿j·�¶a½+º<Ú+¹ ·;Á\Ç�ÃhÐ"·�Ç;Ð�¹ ÁH¿\È+Ù	À�¸�ÅtÀ»¶aÇ;Ár½�Ãa·�¿�Ð�Î+¿j·t¶a½"Ê
·;¸ ÆhÁhÏ � Ã_Ù#Á\ÆhÁ\ÇHÈ+ÃhÐ�Ç�¶aµ�µ�Ç;Ã{¶hÅtÀ»¸�¿�¼@ÃhÇ;Á×¾hÁ\½�Á\Çt¶a¹=Å�Ãh¼TÊ
µ+¶aÇ;ÁHº:·;Ã'�	¸ µ�¹ Á\Ñ�	 ¿���Ê�ÄÌÐ�½+Å�·;¸ Ãh½×¶h¿ �	¸ µ�¹ Á\Ñ�	 ¿���Ê�ÄÌÐ�½+Å�·;¸ Ãh½
Å\¶a½/Ãh½�¹ ÑmÚ+½+º}Ç;Á\¹�¶_·;¸ Ãh½+¿�À�¸ µ+¿�ÎBÁ�·jÙ#Á\Á\½}·jÙ#ÃfÄÌÁH¶_·;Ð�Ç;ÁH¿\È
Ù	À�Á\Ç;ÁH¶h¿	ÃhÐ�Ç�¶aµ�µ�Ç;Ã{¶hÅtÀdÅ\¶a½»ÎBÁT¶aµ�µ�¹ ¸ ÁHº<·;Ã�¶a½�Ñ<½�Ð�¼TÊ
ÎBÁ\Ç:ÃaÄ,ÄÌÁH¶_·;Ð�Ç;ÁH¿\Ï�Ø%¹�¿�Ã �	¸ µ�¹ Á\Ñ�	 ¿ ��Ê�ÄÌÐ�½+Å�·;¸ Ãh½4Ú+½+º�¿:Ç;Á�Ê
¹�¶_·;¸ Ãh½+¿�À�¸ µ+¿@¾h¹ ÃhÎ+¶a¹ ¹ Ñ�ÄÌÇ;Ãh¼ ·;À�Á»Á\½{·;¸ Ç;Á»¿�Á�·�ÃaÄ:¿�µ+¶_·;¸�¶a¹
ÃhÎ"ÔjÁHÅ�·t¿�Ù	À�Á\Ç;ÁH¶h¿\È8ÃhÐ�ÇT¶aµ�µ�Ç;Ã{¶hÅtÀ�¾hÁ\½�Á\Çt¶_·;ÁH¿rÇ;Á\¹�¶_·;¸ Ãh½"Ê
¿�À�¸ µ+¿@¹ Ã"Å\¶a¹ ¹ ÑmÙ	¸ ·;À�¸ ½}·;À�Á»½�Á\¸ ¾hÀ�ÎBÃhÐ�Ç;À�Ã�Ã"º�ÃaÄ:¿�µ+¶_·;¸�¶a¹
ÃhÎ"ÔjÁHÅ�·t¿\Ï ) ÁrÙ	¸ ¹ ¹-º"¸�¿;Å�Ð+¿;¿ �	¸ µ�¹ Á\Ñ�	 ¿ ��Ê�ÄÌÐ�½+Å�·;¸ Ãh½<¸ ½»º"Á�Ê
·t¶a¸ ¹¤¸ ½»¿�ÁHÅ�·;¸ Ãh½ � Ï � Ï

Ó�À�Á:Ç;Á\¼�¶a¸ ½+º"Á\Ç#ÃaÄ-·;À�Á:µ+¶aµBÁ\Ç�¸�¿#ÃhÇ;¾{¶a½�¸ Õ\ÁHº�¶h¿�ÄÌÃh¹ ¹ Ã_Ù%¿\ê
´�ÁHÅ�·;¸ Ãh½ �4¾h¸ ÆhÁH¿×·;À�Á»º"Á�Ú+½�¸ ·;¸ Ãh½+¿@¶a½+º�·;À�ÁdÎ+¶h¿�¸�Å<Å�Ãh½+Å�Á\µ"·t¿
¸ ½�ÆhÃh¹ ÆhÁHº�¸ ½»¿�µ+¶_·;¸�¶a¹=º�¶_·t¶@¼@¸ ½�¸ ½�¾+Ï è ½<·;À�¸�¿�¿�ÁHÅ�·;¸ Ãh½dÙ#Á�¶a¹�¿�Ã
º"ÁH¿;Å�Ç;¸ ÎBÁ�·;À�Á��4¶_É"¸ ¼�¶a¹ $I¶aÇ�·;¸�Å�¸ µ+¶_·;¸ Ãh½ è ½+º"Á�ÉmÙ	¸ ·;À}Á�É�¶a¼TÊ
µ�¹ ÁH¿\È+Ù	À�¸�ÅtÀ»¸�¿�Å�Á\½{·;Çt¶a¹¤·;Ã�ÃhÐ�Ç�¶aµ�µ�Ç;Ã{¶hÅtÀ-Ï è ½v´�ÁHÅ�·;¸ Ãh½ � Ù#Á
¸ ½{·;Ç;Ã"º"Ð+Å�Á:ÃhÐ�Ç	¶aµ�µ�Ç;Ã{¶hÅtÀ�·;Ã@¼@¸ ½�¸ ½�¾�Å�Ãh¼@µ�¹ Á�É�µ+¶_·�·;Á\Ç;½+¿�¸ ½"Ê
Å�¹ Ð+º"¸ ½�¾dµBÃ{¿�¸ ·;¸ ÆhÁ�¶a½+ºv½�Á\¾{¶_·;¸ ÆhÁTÇ;Ð�¹ ÁH¿\Ï è ½v·;À�¸�¿r¿�ÁHÅ�·;¸ Ãh½fÙ#Á
µ�Ç;ÁH¿�Á\½{·I¶�¹ Á\¼@¼�¶�È_Î�Ñ�Ð+¿�¸ ½�¾�Ù	À�¸�ÅtÀ×ÃhÐ�ÇI¶a¹ ¾hÃhÇ;¸ ·;À�¼ µ�Ç;Ð�½�ÁH¿8¶
¹�¶aÇ;¾hÁ�½�Ð�¼×ÎBÁ\Ç�ÃaÄ±½�Á\¾{¶_·;¸ ÆhÁ�µ+¶_·�·;Á\Ç;½+¿�¶a½+º�À�Á\½+Å�Á:Á�Ò�ÁHÅ�·;¸ ÆhÁ\¹ Ñ
Ç;ÁHº"Ð+Å�ÁH¿@·;À�Á4½�Ð�¼×ÎBÁ\Ç�ÃaÄrÅ\¶a½+º"¸�º�¶_·;Á4¸ ·;Á\¼�¿�Á�·t¿\Ï6´�ÁHÅ�·;¸ Ãh½ �
µ�Ç;ÁH¿�Á\½{·t¿�ÃhÐ�Ç�Á�É"µBÁ\Ç;¸ ¼@Á\½{·t¶a¹¤Ç;ÁH¿�Ð�¹ ·t¿\È�Ù	À�¸�ÅtÀd¿�À�Ã_Ù ·;À�Á�¿;Å\¶a¹ Ê
¶aÎ�¸ ¹ ¸ ·jÑhÈ	¶aµ�µ�¹ ¸�Å\¶aÎ�¸ ¹ ·jÑ/¶a½+º�Å�ÃhÇ;Ç;ÁHÅ�·;½�ÁH¿;¿@ÃaÄrÃhÐ�Ç�¶a¹ ¾hÃhÇ;¸ ·;À�¼dÏ
´�ÁHÅ�·;¸ Ãh½ � Å�Ãh½+Å�¹ Ð+º"ÁH¿r·;À�Á�µ+¶aµBÁ\Ç×Ù	¸ ·;À�¶4¿�Ð�¼@¼�¶aÇ;ÑvÃaÄ�·;À�Á
Ç;ÁH¿�ÁH¶aÇtÅtÀ-Ï

9�
 ^�ZH²�`
� ���8­ ²Ì[H²�® ­ ZT^ ­ ¯ D ® ­ ` ��� [HZ
è ½v·;À�¸�¿�¿�ÁHÅ�·;¸ Ãh½vÙ#Á@µ�Ç;ÁH¿�Á\½{·�·;À�Á�Î+¶h¿�¸�ÅTÅ�Ãh½+Å�Á\µ"·t¿r¶a½+ºfº"Á�Ú�Ê
½�¸ ·;¸ Ãh½+¿�Ð+¿�ÁHº<¸ ½<·;À�¸�¿	µ+¶aµBÁ\ÇHÏ
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Ó±¶aÎ�¹ Á 
 êIÓ�Ñ�µBÁH¿�ÃaÄ �	Á\¹�¶_·;¸ Ãh½+¿�À�¸ µ+¿

D2

A4

C1

D1 C5

C6

A1

C2

B2

A2

D4 C3

D3

A5

D6

C4

B3

A3

D5

B1

Ö±¸ ¾hÐ�Ç;Á 
 êIØ%½ FIÉ�¶a¼@µ�¹ ÁrÃaÄ8¿�µ+¶_·;¸�¶a¹-Å�ÃaÊM¹ Ã"Å\¶_·;¸ Ãh½�µ+¶_·�·;Á\Ç;½+¿

9¤³�ª<D ®L_ � ®-`h^"[H²�® ­ Ø%½�¸ ¼@µBÃhÇ�·t¶a½{·�·t¶h¿�Âv¸ ½m¿�µ+¶_·;¸�¶a¹�º�¶_·t¶
¼@¸ ½�¸ ½�¾r¸�¿,Á�É�·;Çt¶hÅ�·;¸ ½�¾:Ç;Á\¹�¶_·;¸ Ãh½+¿�À�¸ µ+¿IÎBÁ�·jÙ#Á\Á\½TÄÌÁH¶_·;Ð�Ç;ÁH¿8·;À+¶_·
Å�ÃaÊM¹ Ã"Å\¶_·;ÁhÏ
`GaLb�c<d\cBe%c!fgdih%j�kLj Ë�#�ÃaÊM¹ Ã"Å\¶_·;¸ Ãh½BÍIÓ=Ù#ÃT¿�µ+¶_·;¸�¶a¹BÃhÎ"ÔjÁHÅ�·t¿�¶aÇ;Á
¿;¶a¸�º ·;Ã(Å�ÃaÊM¹ Ã"Å\¶_·;Á ¸ Äv·;À�Á F,Ð+Å�¹ ¸�º"ÁH¶a½¥º"¸�¿j·t¶a½+Å�ÁoÎBÁ�·jÙ#Á\Á\½
·;À�Á»ÃhÎ"ÔjÁHÅ�·t¿�¸�¿�¹ ÁH¿;¿@·;À+¶a½/ÃhÇ�ÁHì{Ð+¶a¹	·;Ã�·;À�Á»Ð+¿�Á\Ç�Ê�¿�µBÁHÅ�¸ Ú+ÁHº
½�Á\¸ ¾hÀ�ÎBÃhÐ�Ç;À�Ã�Ã"º�º"¸�¿j·t¶a½+Å�Á�î_Ï

Ö±¸ ¾hÐ�Ç;Á 
 ¾h¸ ÆhÁH¿8¶a½×Á�É�¶a¼@µ�¹ Á�ÃaÄB¶:¿�Á�·8ÃaÄ�¿�µ+¶_·;¸�¶a¹�ÃhÎ"ÔjÁHÅ�·t¿\Ï
è ½�Ö±¸ ¾hÐ�Ç;Á 
 È

A1
Ç;Á\µ�Ç;ÁH¿�Á\½{·t¿T·;À�Á è  ÃaÄr¶�¿�µ+¶_·;¸�¶a¹	ÃhÎ"ÔjÁHÅ�·

ÃaÄ	ÄÌÁH¶_·;Ð�Ç;Á
A
È
B1

Ç;Á\µ�Ç;ÁH¿�Á\½{·t¿:·;À�Á è  ¥ÃaÄ�¶v¿�µ+¶_·;¸�¶a¹�ÃhÎ"ÔjÁHÅ�·
ÃaÄ:ÄÌÁH¶_·;Ð�Ç;Á

B
¶a½+º ¿�Ã�Ãh½-Ï!Ó�À�Áv¹ ¸ ½�Á�ÔjÃh¸ ½�¸ ½�¾�·jÙ#ÃmµBÃh¸ ½{·t¿

¸ ½+º"¸�Å\¶_·;ÁH¿I·;À+¶_·�·;À�Á�º"¸�¿j·t¶a½+Å�Á%ÎBÁ�·jÙ#Á\Á\½�·;À�Á\¼ ¸�¿,¹ ÁH¿;¿I·;À+¶a½�ÃhÇ
ÁHì{Ð+¶a¹�·;Ãr·;À�Á�½�Á\¸ ¾hÀ�ÎBÃhÐ�Ç;À�Ã�Ã"º@º"¸�¿j·t¶a½+Å�Á^	 º%	�¶a½+º@À�Á\½+Å�Á	·;À�Á\Ñ
Å�ÃaÊM¹ Ã"Å\¶_·;ÁhÏ
`GaLb�c<d\cBe%c!fgdih%j h%j Ë�#�¹ ¸�ì{Ð�ÁKÍ�Ø ¿�Á�·:ÃaÄ#¿�µ+¶_·;¸�¶a¹±ÃhÎ"ÔjÁHÅ�·t¿:´4¸�¿
¿;¶a¸�ºf·;ÃvÎBÁd¶4Å�¹ ¸�ì{Ð�Á�¸ Ä�Á\ÆhÁ\Ç;ÑvÃhÎ"ÔjÁHÅ�·T¸ ½}´mÅ�ÃaÊM¹ Ã"Å\¶_·;Á�Ù	¸ ·;À
Á\ÆhÁ\Ç;Ñ»Ãa·;À�Á\ÇrÃhÎ"ÔjÁHÅ�·�¸ ½m´v¶a½+ºf½�Ã»¿�Ð�µBÁ\Ç×¿�Á�·�ÃaÄ	´vÀ+¶h¿�·;À�¸�¿
µ�Ç;ÃhµBÁ\Ç�·jÑhÏ



� Ã #�¹ ¸�ì{Ð�Á
¸

C1, D1¸ ¸
C5, D1¸ ¸ ¸
C5, C6¸ Æ

A4, D2, D5Æ
A5, C3, D3Æ�¸
A5, D3, D6Æ�¸ ¸
A1, B1, C2Æ�¸ ¸ ¸
A2, B2, D4¸ É
A3, B3, C4

Ó±¶aÎ�¹ Á �"ê #�¹ ¸�ì{Ð�ÁH¿	¸ ½dÖ±¸ ¾hÐ�Ç;Á 


Ó±¶aÎ�¹ Á �×¾h¸ ÆhÁH¿�·;À�Á�Å�¹ ¸�ì{Ð�ÁH¿#ÄÌÃhÐ�½+º<¸ ½»Ö±¸ ¾hÐ�Ç;Á 
 Ï
#�ÃaÊM¹ Ã"Å\¶_·;¸ Ãh½+¶a¹_µ+¶_·�·;Á\Ç;½+¿-¶aÇ;Á±·;À�Á,Ç;Á\¹�¶_·;¸ Ãh½+¿�À�¸ µ+¿�ÎBÁ�·jÙ#Á\Á\½

·;À�ÁIÄÌÁH¶_·;Ð�Ç;ÁH¿¤¸ ½�Å�¹ ¸�ì{Ð�ÁH¿-ÃaÄ"¿�µ+¶_·;¸�¶a¹{º�¶_·t¶aÎ+¶h¿�ÁH¿\Ï-Ö�ÃhÇ-Á�É�¶a¼@µ�¹ ÁhÈ
¸ ½�Ö±¸ ¾hÐ�Ç;Á 
 ¶a½+ºvÓ±¶aÎ�¹ Á��"È�·;À�Á�Å�ÃaÊM¹ Ã"Å\¶_·;¸ Ãh½+¶a¹±µ+¶_·�·;Á\Ç;½ ,KØ�È
#E.%Ã"Å\Å�Ð�Çt¿ � ·;¸ ¼@ÁH¿\È{¸ ½�Æ�ÈhÆ�¸ ¸B¶a½+ºT¸ É¤Ï,´�µ+¶_·;¸�¶a¹�Ç;Á\¹�¶_·;¸ Ãh½+¿�À�¸ µ+¿
¶aÇ;Á/Å�Ãh½"ÚBº"Á\½{·�Å�ÃaÊM¹ Ã"Å\¶_·;¸ Ãh½+¶a¹Tµ+¶_·�·;Á\Ç;½+¿�ÄÌÃhÐ�½+º(¸ ½ ¿�µ+¶_·;¸�¶a¹
º�¶_·t¶aÎ+¶h¿�ÁH¿\Ï

9¤³:9 B!^��-²��m^ ��� ^"]K[H²�`h² � ^"[H²�® ­ � ^"[H²�® è ½f·;À�¸�¿�¿�ÁHÅ�·;¸ Ãh½
Ù#ÁTÙ	¸ ¹ ¹IÎ�Ç;¸ Á��+Ñ4º"ÁH¿;Å�Ç;¸ ÎBÁ×·;À�Á@½�Ãa·;¸ Ãh½vÃaÄ �4¶_É"¸ ¼�¶a¹ $I¶aÇ�·;¸�Å�¸ Ê
µ+¶_·;¸ Ãh½ è ½+º"Á�É�ËÌ¼�¶_É $ è Í�¶h¿:º"ÁH¿;Å�Ç;¸ ÎBÁHº4Î�Ñ � Ð+¶a½�¾<Á�·r¶a¹�Ïr¸ ½
� �%� Ù	À�Á\Ç;Á:¼@ÃhÇ;Árº"Á�·t¶a¸ ¹�¿	Å\¶a½<ÎBÁ:ÄÌÃhÐ�½+º¤Ï
`GaLb�c<d\cBe%c!fgd h%j �%j Ë $I¶aÇ�·;¸�Å�¸ µ+¶_·;¸ Ãh½�Çt¶_·;¸ Ã�Í ë�¸ ÆhÁ\½ ¶�Å�ÃaÊ
¹ Ã"Å\¶_·;¸ Ãh½:µ+¶_·�·;Á\Ç;½
	�¶a½+ºr¶#ÄÌÁH¶_·;Ð�Ç;Á

f ∈ L
È\·;À�Á�µ+¶aÇ�·;¸�Å�¸ µ+¶_·;¸ Ãh½

Çt¶_·;¸ Ã×ÃaÄ
f
È"µ�ÇrË�	,È

f
Í�È�Å\¶a½�ÎBÁ:º"Á�Ú+½�ÁHº<¶h¿�·;À�Á:¿�Ð�µ�µBÃhÇ�·	ÃaÄ�	

º"¸ Æ�¸�º"ÁHºdÎ�Ñ�·;À�Á×¿�Ð�µ�µBÃhÇ�·�ÃaÄ
f
Ï	Ö�ÃhÇ%Á�É�¶a¼@µ�¹ ÁhÈ+¸ ½vÖ±¸ ¾hÐ�Ç;Á 
 È

·;À�Á:¿�Ð�µ�µBÃhÇ�·#ÃaÄ ,KØ�È &�È #E.�¸�¿ ��¶a½+º@·;À�Á:¿�Ð�µ�µBÃhÇ�·#ÃaÄ(#�¸�¿ � È
¿�Ã@µ�ÇKË ,KØ�È &�È #E.{È #�Í $ �
� � Ï
`GaLb�c<d\cBe%c!fgd h%j �gj Ë!�4¶_É"¸ ¼�¶a¹ $I¶aÇ�·;¸�Å�¸ µ+¶_·;¸ Ãh½ è ½+º"Á�É Í
ë�¸ ÆhÁ\½�¶6Å�ÃaÊM¹ Ã"Å\¶_·;¸ Ãh½(µ+¶_·�·;Á\Ç;½�	,È�·;À�Á ¼�¶_É"¸ ¼�¶a¹�µ+¶aÇ�·;¸�Å�Ê
¸ µ+¶_·;¸ Ãh½ ¸ ½+º"Á�É ÃaÄ�	,È�¼�¶_É $ è Ë�	±Í»Å\¶a½ ÎBÁ�º"Á�Ú+½�ÁHº6¶h¿d·;À�Á
¼�¶_É"¸ ¼�¶a¹�µ+¶aÇ�·;¸�Å�¸ µ+¶_·;¸ Ãh½6Çt¶_·;¸ Ã�ÃaÄ�¶a¹ ¹�·;À�ÁmÄÌÁH¶_·;Ð�Ç;ÁH¿»¸ ½�	,È
¸�Ï ÁhÏ

maxPI(L) = maxf∈L{pr(L, f)}
Ï�Ö�ÃhÇrÁ�É�¶a¼@µ�¹ ÁhÈ-¸ ½

Ö±¸ ¾hÐ�Ç;Á 
 È
maxPI({A, B, C}) = max( 2

5 , 2
3 , 2

6 ) = 2
3

Ï
Ø(À�¸ ¾hÀv¼�¶_É"¸ ¼�¶a¹8µ+¶aÇ�·;¸�Å�¸ µ+¶_·;¸ Ãh½4¸ ½+º"Á�É4¸ ½+º"¸�Å\¶_·;ÁH¿�·;À+¶_·

¶_·r¹ ÁH¶h¿j·:Ãh½�Á@¿�µ+¶_·;¸�¶a¹8ÄÌÁH¶_·;Ð�Ç;ÁdËÌÙ	À�¸�ÅtÀfÙ#Á�Å\¶a¹ ¹±·;À�Ádð�à\æ 7�âtà�2
ã4�"Þ;â;Í�¿j·;Ç;Ãh½�¾h¹ Ñ}¸ ¼@µ�¹ ¸ ÁH¿�·;À�Áfµ+¶_·�·;Á\Ç;½-Ï &#Ñ/Ð+¿�¸ ½�¾�¼�¶_É $ è È
Ç;Ð�¹ ÁH¿<Ù	¸ ·;Ào¹ Ã_Ù ÄÌÇ;ÁHì{Ð�Á\½+Å�Ñ�Î�Ð"·»À�¸ ¾hÀoÅ�Ãh½"ÚBº"Á\½+Å�Á�Å\¶a½�ÎBÁ
ÄÌÃhÐ�½+º¤È-Ù	À�¸�ÅtÀfÙ#ÃhÐ�¹�ºvÃa·;À�Á\Ç;Ù	¸�¿�ÁTÎBÁ�µ�Ç;Ð�½�ÁHºvÎ�Ñ4¶d¿�Ð�µ�µBÃhÇ�·
·;À�Ç;ÁH¿�À�Ãh¹�º � ��� Ï

9¤³:9¤³�ª B!² ­ ² ­ ?/]_° �!� Z���²Ì[%@ � ®�� ZH° �U� ®+]K[4^ ­ ¯ @±²!?A@
`h® ­g� ¯ ��­ ` � °±ZH² ­ ?��m^�� �r« Ø�¿ º"¸�¿;Å�Ð+¿;¿�ÁHº�¶aÎBÃ_ÆhÁ�·;À�Á
¼�¶_É $ è ¼@ÁH¶h¿�Ð�Ç;Á4Å�ÃhÐ�¹�º}ÎBÁvÐ+¿�ÁHº}·;Ã�¾hÁ\½�Á\Çt¶_·;Á»Ç;Ð�¹ ÁH¿�Ù	¸ ·;À
¹ Ã_Ù ¿�Ð�µ�µBÃhÇ�·×¶a½+º�À�¸ ¾hÀmÅ�Ãh½"ÚBº"Á\½+Å�ÁhÏdÖ�ÃhÇ�Á�É�¶a¼@µ�¹ Á�¸ Ä�Ø1¸�¿
¶a½@¸ ½"ÄÌÇ;ÁHì{Ð�Á\½{·,ÄÌÁH¶_·;Ð�Ç;Á�·;À�Á�¿�Ð�µ�µBÃhÇ�·,ÃaÄ�,KØ�È &/.%Ù	¸ ¹ ¹+ÎBÁ%ÆhÁ\Ç;Ñ
¹ Ã_Ù ¶a½+º�À�Á\½+Å�Á�Ù	¸ ¹ ¹BÎBÁ�µ�Ç;Ð�½�ÁHº�Î�ÑT·;À�Á:¿�Ð�µ�µBÃhÇ�·�·;À�Ç;ÁH¿�À�Ãh¹�º¤Ï

� Ã_Ù#Á\ÆhÁ\Ç�·;À�Á@Å�Ãh½"ÚBº"Á\½+Å�Á�ÃaÄI·;À�Á×Ç;Ð�¹ Á
A → B

È�º"Á�Ú+½�ÁHº4¶h¿\È
conf(A→ B) = support(A,B)

support(A)

Å�ÃhÐ�¹�º�ÎBÁrÀ�¸ ¾hÀ-Ï
Ó�À�¸�¿±µ�Ç;ÃhÎ�¹ Á\¼6Å\¶a½�ÎBÁ�º"¸ Ç;ÁHÅ�·;¹ Ñr¶hº�º"Ç;ÁH¿;¿�ÁHºrÎ�Ñ:Ð+¿�¸ ½�¾%·;À�Á

maxPI
¼@ÁH¶h¿�Ð�Ç;ÁhÏ

maxPI(A, B)
¸�¿�¾h¸ ÆhÁ\½d¶h¿\È

maxPI{A, B} = max(pr({A, B}, A), pr({A, B}, B))

= max(conf(A→ B), conf(B → A))Ó�À�¸�¿}¿�À�Ã_Ù%¿�·;À+¶_·/¶!À�¸ ¾hÀ¥Å�Ãh½"ÚBº"Á\½+Å�Á ÄÌÃhÇm·;À�ÁoÇ;Ð�¹ Á
A → B

Ù	¸ ¹ ¹�¹ ÁH¶hº/·;ÃmÀ�¸ ¾hÀ ¼�¶_É $ è È#Ù	À�¸�ÅtÀ Ù	¸ ¹ ¹:µ�Ç;Á\ÆhÁ\½{·
Ç;Ð�¹ ÁH¿%Ù	¸ ·;À4¹ Ã_Ù6¿�Ð�µ�µBÃhÇ�·�¶a½+º»À�¸ ¾hÀ4Å�Ãh½"ÚBº"Á\½+Å�ÁrÄÌÇ;Ãh¼éÎBÁ\¸ ½�¾
µ�Ç;Ð�½�ÁHº��KÏ

9¤³:9¤³:9�� @ � � � ^ 
��m® ­ ®+[H® ­ ²�` � ]_® � � ]K[ = ®��
�m^�� �r«
�4¶_É"¸ ¼�¶a¹�µ+¶aÇ�·;¸�Å�¸ µ+¶_·;¸ Ãh½ ¸ ½+º"Á�É ¸�¿4½�Ãa·v¼@Ãh½�Ãa·;Ãh½�¸�Å�Ù	¸ ·;À
Ç;ÁH¿�µBÁHÅ�·�·;Ã1·;À�Á!µ+¶_·�·;Á\Ç;½0Å�Ãh½{·t¶a¸ ½�¼@Á\½{·�Ç;Á\¹�¶_·;¸ Ãh½+¿\Ï Ö�ÃhÇ
Á�É�¶a¼@µ�¹ ÁhÈ1¸ ½�Ö±¸ ¾hÐ�Ç;Á 
 È0ËÌ¼�¶_É $ è Ë ,KØ�È #E._Í $ � � ���
ËÌ¼�¶_É $ è Ë ,KØ�È &�È #E._Í $G�
� � Ï è ½{·;Á\Ç;ÁH¿j·;¸ ½�¾h¹ ÑhÈ,¶h¿�µBÃh¸ ½{·;ÁHºmÃhÐ"·
¸ ½ � ��� ·;À�Áv¼�¶_É"¸ ¼�¶a¹�µ+¶aÇ�·;¸�Å�¸ µ+¶_·;¸ Ãh½/¸ ½+º"Á�É º"Ã�ÁH¿�À+¶KÆhÁd·;À�Á
ÄÌÃh¹ ¹ Ã_Ù	¸ ½�¾TÙ#ÁH¶aÂ�¼@Ãh½�Ãa·;Ãh½�¸�Å�µ�Ç;ÃhµBÁ\Ç�·jÑ�ê

è Ä $|¸�¿ ¶ Â{Ê�Å�ÃaÊM¹ Ã"Å\¶_·;¸ Ãh½¥µ+¶_·�·;Á\Ç;½-È4·;À�Á\½�·;À�Á\Ç;Á6Á�É�Ê
¸�¿j·t¿�¶_·�¼@Ã{¿j·�Ãh½�Á�ËÌÂ{Ê 
 Í@¿�Ð�Î�µ+¶_·�·;Á\Ç;½+¿

P ′
ÃaÄ	$�¿�Ð+ÅtÀ�·;À+¶_·

maxPI(P ′) < maxPI(P )
Ï

�	Á\¹ Ñ�¸ ½�¾éÃh½ ·;À�¸�¿6Ù#ÁH¶aÂ0¼@Ãh½�Ãa·;Ãh½�¸�Å�µ�Ç;ÃhµBÁ\Ç�·jÑhÈm·;À�Á
Ø%µ�Ç;¸ ÃhÇ;¸ ÊM¹ ¸ ÂhÁd¶a¹ ¾hÃhÇ;¸ ·;À�¼ Å\¶a½/ÎBÁ4¼@Ã"º"¸ Ú+ÁHº�·;Ãm¼@¸ ½�Á4Å�Ãh½"Ú�Ê
º"Á\½{·	µ+¶_·�·;Á\Ç;½+¿	Î�Ñ�Ð+¿�¸ ½�¾�¶T¼�¶_É $ è ·;À�Ç;ÁH¿�À�Ãh¹�º¤Ï

��� @ �����! B!^�� �r« X � ?B®+]_²Ì[%@��
Ó�À�Á

maxPI
¼@ÁH¶h¿�Ð�Ç;Á�Ù�¶h¿:¸ ½{·;Ç;Ã"º"Ð+Å�ÁHºf·;Ãvº"¸�¿;Å�Ã_ÆhÁ\Ç�Ü+ïKÛ�Ý:2

ã�Ýßñ_ârÅ�ÃaÊM¹ Ã"Å\¶_·;¸ Ãh½vµ+¶_·�·;Á\Ç;½+¿:Ù	¸ ·;À�À�¸ ¾hÀ�Å�Ãh½"ÚBº"Á\½+Å�Á�¶a½+ºv¹ Ã_Ù
¿�Ð�µ�µBÃhÇ�·HÏ � Ã_Ù#Á\ÆhÁ\Ç,ÃhÐ�Ç#¾hÃ{¶a¹B¸�¿,·;ÃT¼@¸ ½�Á:Å�Ãh¼@µ�¹ Á�É�Ç;Á\¹�¶_·;¸ Ãh½"Ê
¿�À�¸ µ+¿=Ù	À�¸�ÅtÀ×¸ ½+Å�¹ Ð+º"Á�ÎBÃa·;À×µBÃ{¿�¸ ·;¸ ÆhÁ#¶a½+º�½�Á\¾{¶_·;¸ ÆhÁ�µ+¶_·�·;Á\Ç;½+¿\Ï
) Á�½�Ã_Ù ¿�À�Ã_Ù�·;À+¶_·

maxPI
¸�¿�¶@¾hÃ�Ã"ºdÅ\¶a½+º"¸�º�¶_·;Ár·;Ã�À�Á\¹ µ

¶hÅtÀ�¸ Á\ÆhÁ	ÃhÐ�Ç#¾hÃ{¶a¹�Èh¸�Ï ÁhÏ È"¿�¸ ¼×Ð�¹ ·t¶a½�Á\ÃhÐ+¿�¹ Ñ@º"¸�¿;Å�Ã_ÆhÁ\Ç,ÎBÃa·;À�µBÃ{¿jÊ
¸ ·;¸ ÆhÁr¶a½+º<½�Á\¾{¶_·;¸ ÆhÁ�µ+¶_·�·;Á\Ç;½+¿\Ï

Ó�À�Á#¼�¶a¸ ½TÅtÀ+¶a¹ ¹ Á\½�¾hÁ,¸ ½T¼@¸ ½�¸ ½�¾�Å�Ãh¼@µ�¹ Á�É�Ç;Á\¹�¶_·;¸ Ãh½+¿�À�¸ µ+¿
¸�¿d·;À�Á�À�¸ ¾hÀ6µ�Ç;Ã"Å�ÁH¿;¿�¸ ½�¾�Å�Ã{¿j·vº"Ð�Á�·;À�Á�¹�¶aÇ;¾hÁ�½�Ð�¼×ÎBÁ\ÇvÃaÄ
Å\¶a½+º"¸�º�¶_·;Ár¸ ·;Á\¼�¿�Á�·t¿%Ù	À�¸�ÅtÀ»¸ ½+Å�¹ Ð+º"Á�µBÃ{¿�¸ ·;¸ ÆhÁ�¶a½+ºd½�Á\¾{¶_·;¸ ÆhÁ
ÄÌÁH¶_·;Ð�Ç;ÁH¿\Ï F�¶hÅtÀrµBÃ{¿�¸ ·;¸ ÆhÁ,Å\¶a½+º"¸�º�¶_·;Á,Â{ÊMµ+¶_·�·;Á\Ç;½:Ù	¸ ¹ ¹h¾h¸ ÆhÁIÇ;¸�¿�Á
·;Ã

O(k)
Â{ÊMµ+¶_·�·;Á\Ç;½+¿#Ù	À�¸�ÅtÀ»Å�Ãh½{·t¶a¸ ½d¶T½�Á\¾{¶_·;¸ ÆhÁ�ÄÌÁH¶_·;Ð�Ç;ÁhÏ

	-Á�·�Ö $ ,KØ�È &�È #�È  .�ÎBÁT·;À�Á�¿�Á�·rÃaÄ�¶a¹ ¹±ÄÌÁH¶_·;Ð�Ç;ÁH¿:¸ ½v·;À�Á
¿�µ+¶_·;¸�¶a¹:º�¶_·t¶aÎ+¶h¿�ÁhÏ(Ó�À�Á\½ ÄÌÃhÇ<¼@¸ ½�¸ ½�¾/Å�Ãh¼@µ�¹ Á�É�Ç;Á\¹�¶_·;¸ Ãh½"Ê
¿�À�¸ µ+¿\È,·;À�Á»Å\¶a½+º"¸�º�¶_·;Á 
 Êr¸ ·;Á\¼�¿�Á�·t¿@Ù#ÃhÐ�¹�º�ÎBÁ ,KØ�È &�È #�È  ×È Ê
Ø�È Ê &�È Ê #�È Ê  .{Ï � Á\½+Å�Á»¶h¿×·;À�Á<½�Ð�¼×ÎBÁ\Ç�ÃaÄ%ÄÌÁH¶_·;Ð�Ç;ÁH¿T¸ ½�·;À�Á
¿�µ+¶_·;¸�¶a¹#º�¶_·t¶aÎ+¶h¿�Á�¸ ½+Å�Ç;ÁH¶h¿�ÁH¿\È=·;À�ÁdÅ\¶a½+º"¸�º�¶_·;Á 
 ÊM¸ ·;Á\¼�¿�Á�·t¿×¸�¿
º"ÃhÐ�Î�¹ ÁHº¤ÏIÓ�À�¸�¿#Ù#ÃhÐ�¹�º�Ç;ÁH¿�Ð�¹ ·#¸ ½<¶a½�Á�É"µBÃh½�Á\½{·;¸�¶a¹B¾hÇ;Ã_Ù�·;À�¸ ½
·;À�Á�Å\¶a½+º"¸�º�¶_·;Á�¿�µ+¶hÅ�Á,ÄÌÃhÇ8¹�¶aÇ;¾hÁ\Ç=¸ ·;Á\¼�¿�Á�·t¿\Ï è ½�·;À�¸�¿±µ+¶aµBÁ\Ç8Ù#Á
µ�Ç;ÃhµBÃ{¿�Á,¶a½×¶aµ�µ�Ç;Ã{¶hÅtÀ-È\Ù	À�¸�ÅtÀ�Á�Ò�ÁHÅ�·;¸ ÆhÁ\¹ Ñ:Ç;ÁHº"Ð+Å�ÁH¿¤·;À�Á�½�Ð�¼TÊ
ÎBÁ\Ç	ÃaÄ8Å\¶a½+º"¸�º�¶_·;Á:¸ ·;Á\¼�¿�Á�·t¿�Ù	À�Á\½d¼@¸ ½�¸ ½�¾TÄÌÃhÇ	µBÃ{¿�¸ ·;¸ ÆhÁr¶a½+º

" � �Kõ ù"õ ù �=ù�ú�ø�÷jô �tú��
�tôKÿ$#¤÷ �&%\ôK÷jù�ù+ütý_ú��K÷ 

�('*) � 
	÷ �tù��Kø�÷�� � �Kõ � ÷+ �;ú�ú�÷jø�ôKù,#=õ ú�� � ü-#}ù�� +*+ ü�øÌú �tôKÿ �Kõ ��� �jü�ô/._ÿK÷jô �j÷ �tø�÷	� õ %�÷�� û×ú�ü10a÷2 õ ô�ú�÷jø�÷jù�ú�õ ô � 2 ��õ úIõ ù + ü�ù�ù�õ 0 � ÷�ú����;úIú��K÷�û �tø�÷ �tô �tøÌú�õ ý ����ú,ütý�ú��K÷�ÿ��;ú��
�tôKÿ 

�jû%ôKütú30a÷Iù�ú��;ú�õ ù�ú�õ � ��� � û�ù�õ ��ôKõ .�� �tô�ú �



½�Á\¾{¶_·;¸ ÆhÁrµ+¶_·�·;Á\Ç;½+¿\Ï "�Ð�Ç�¶aµ�µ�Ç;Ã{¶hÅtÀ<¸�¿%Î+¶h¿�ÁHºdÃh½�	-Á\¼@¼�¶ 

Ù	À�¸�ÅtÀm¿�À�Ã_Ù%¿rÀ�Ã_Ù1¶»¹�¶aÇ;¾hÁ�½�Ð�¼×ÎBÁ\ÇTÃaÄ	½�Á\¾{¶_·;¸ ÆhÁ�µ+¶_·�·;Á\Ç;½+¿
Å\¶a½fÎBÁ�µ�Ç;Ð�½�ÁHºfÙ	À�Á\½�¶<µBÃ{¿�¸ ·;¸ ÆhÁ�µ+¶_·�·;Á\Ç;½�¸�¿:¾hÇ;ÁH¶_·;Á\Ç�·;À+¶_·
·;À�Á�·;À�Ç;ÁH¿�À�Ãh¹�º

t
Ù	À�Á\Ç;Á

t ≥ 0.5
Ï�´�¸ ½+Å�Á×¼�¶_É $ è ¸�¿�Î+¶h¿�ÁHºd¸�¿

Ãh½�·;À�Á×Å�Ãh½"ÚBº"Á\½+Å�ÁhÈ�¿�Ð+ÅtÀd¶@À�¸ ¾hÀ<·;À�Ç;ÁH¿�À�Ãh¹�º�¸�¿�½�Ãa·%Ð�½�Ð+¿�Ð+¶a¹
ÄÌÃhÇ	¼�¶_É $ è Ï

Ö�ÃhÇ�Á�É�¶a¼@µ�¹ ÁhÈ4¹ Á�· Ö $ ,KØ�È &�È #�È  .6ÎBÁ6¶ � ÊM¸ ·;Á\¼�¿�Á�·HÏ
Ó�À�Á\½-È ¸ Ä ¼�¶_É $ è Ë ,KØ�È &�È #�È  ._Í $�µ�ÇKË ,KØ�È &�È #�È  .{È Ø�Í 0
· 0 &�Ï � È�·;À�Á\½ Ù#Á1µ�Ç;Ã_ÆhÁ(·;À+¶_·�¼�¶_É $ è Ë ,KØ�È Ê &�È #�È  ._Í�È
¼�¶_É $ è Ë ,KØ�È &�È Ê #�È  ._Í}¶a½+º¥¼�¶_É $ è Ë ,KØ�È &�È #�È Ê  ._Í}¶aÇ;Á ¶a¹ ¹
¹ ÁH¿;¿#·;À+¶a½<·�¶a½+º�À�Á\½+Å�ÁrÅ�ÃhÐ�¹�º<ÎBÁrµ�Ç;Ð�½�ÁHº¤Ï

� ®+[H^"[H²�® ­ Z@°±Z � ¯��

 Ï,	-Á�·

Fk = {f1, f2, ..., fk}
ÎBÁ�¶@Â{ÊMµ+¶_·�·;Á\Ç;½<¶a½+º

Fk−l = {f1, . . . , fl−1,−fl, fl+1, . . . , fk}
Ï

Ö�ÃhÇ�Á�É�¶a¼@µ�¹ ÁhÈ�¸ Ä
F3 = {A, B, C}

Ù	À�Á\Ç;Á
f1 = A, f2 =

B and f3 = C,
·;À�Á\½

F3−2 = {A,−B, C}
Ï

�"Ï,	-Á�·
σ(Fk) = support(Fk)

¶a½+º
σ(Fk−l) = support(Fk−l)

Ï

� a������ �%j�kLj	� â�ã
Fk 
 â¥à���2 Ü+à_ã�ã�â�Þ�í à_í�î

t ≥ 0.5 
� �"Þ�ã���â�Þ�ð�ï_Þ;â�( àKÛtÛ��"ð�â�ã���à_ã
σ(−f) � σ(f) ∀f 
 � 7

maxPI(Fk) ≥ t
à_í�î

maxPI(Fk) = pr(Fk , fj)
ã���â�í

maxPI(Fk−l) < t
7�ï_ÞTâ�ñ_â�Þ�ç

fl ∈ Fk, fl 6= fj 

� Þ;ïHï 7 
 &#Ñ�º"Á�Ú+½�¸ ·;¸ Ãh½-È maxPI(Fk−l)

= Max

{

Maxk
i=1,i6=l

{

σ(Fk−l)

σ(fi)

}

,
σ(Fk−l)

σ(−fl)

}

è ½»¿�µ+¶_·;¸�¶a¹-º�¶_·t¶�È�·;À�Ár½�Ð�¼×ÎBÁ\Ç	ÃaÄ8¸ ½+¿j·t¶a½+Å�ÁH¿�ÃaÄI¶aÎ+¿�Á\½+Å�Á
ÃaÄ=¶�ÄÌÁH¶_·;Ð�Ç;Á

fl
È�¸�Ï ÁhÏ È

σ(−fl)
È�Ù	¸ ¹ ¹�ÎBÁ�ÁHì{Ð+¶a¹+·;Ã×·;À�Á�½�Ð�¼×ÎBÁ\Ç

ÃaÄ+µBÃh¸ ½{·t¿±¸ ½�·;À�Á	¶aÇ;ÁH¶%ÃaÄ+ÃhÎ+¿�Á\Ç;Æ_¶_·;¸ Ãh½rÙ	À�¸�ÅtÀTº"Ã�½�Ãa·,Å�Ãh½{·t¶a¸ ½
·;À+¶_·�ÄÌÁH¶_·;Ð�Ç;ÁhÏ è ½�Ç;ÁH¶a¹�¿�µ+¶_·;¸�¶a¹#º�¶_·t¶h¿�Á�·t¿r¸ ·T¸�¿×¶aµ�µ�Ç;Ãhµ�Ç;¸�¶_·;Á
·;Ã�¶h¿;¿�Ð�¼@Á�·;À+¶_·I·;À�Á�¿�Ð�µ�µBÃhÇ�·,ÃaÄ-¶aÎ+¿�Á\½+Å�Á�ÃaÄBÄÌÁH¶_·;Ð�Ç;ÁH¿IÙ#ÃhÐ�¹�º
ÎBÁ�¾hÇ;ÁH¶_·;Á\Ç�·;À+¶a½f·;À�Á�¿�Ð�µ�µBÃhÇ�·rÃaÄ�µ�Ç;ÁH¿�Á\½+Å�Á@ÃaÄ#ÄÌÁH¶_·;Ð�Ç;ÁH¿\Ï��
Ó�À�Á\Ç;Á�ÄÌÃhÇ;ÁhÈ

maxPI(Fk−l) = Maxk
i=1,i6=l

{

σ(Fk−l)

σ(fi)

}

&#Ð"·	ÄÌÇ;Ãh¼1·;À�Á�¶h¿;¿�Ð�¼@µ"·;¸ Ãh½-È

maxPI(Fk) = pr(Fk , fj) =
σ(Fk)

σ(fj)
Ó�À�¸�¿#¸ ¼@µ�¹ ¸ ÁH¿,·;À+¶_·

σ(fj) ≤ σ(fi)
ÄÌÃhÇ#Á\ÆhÁ\Ç;Ñ

fi ∈ Fk, i 6= j
Ï

� Á\½+Å�ÁhÈ

MaxPI(Fk−l) =
σ(Fk−l)

σ(fj)

� � �Kõ ù �tù�ù�� 
 + ú�õ ü�ô�õ 
 + � õ ÷jù�ú����;ú + �;ú�ú�÷jø�ôKù-ütýhú��K÷=ý ü�ø�
 (−fi,−fj)
�tø�÷�� õ %�÷�� û�ú�ü 0a÷30a÷�� ü-#<ú��K÷-ú��Kø�÷jù��Kü�� ÿ	ö���� �K÷�� �×÷=ú��K÷jø�÷�ý ü�ø�÷8ÿKõ ù�ø�÷����tø�ÿ
ú��K÷�
}ÿ �Kø�õ ô ��ú��K÷(
	õ ôKõ ô � + ø�ü��j÷jù�ù �

=
σ(f1, ..., fl−1, fl+1, ..., fk)

σ(fj)
−

σ(Fk)

σ(fj)
(1)

) ÁrÂ�½�Ã_Ù ·;À+¶_·

{f1, ..., fl−1, fl+1, ..., fk} ⊂ Fk

¶a½+º
σ(Fk)

σ(fj)
= MaxPI(Fk) > t

Ó�À�Á\Ç;Á�ÄÌÃhÇ;ÁrÄÌÇ;Ãh¼¥·;À�ÁT¶a½{·;¸ ÊM¼@Ãh½�Ãa·;Ãh½�¸�Å:µ�Ç;ÃhµBÁ\Ç�·jÑ<ÃaÄ8·;À�Á
¿�Ð�µ�µBÃhÇ�·	¼@ÁH¶h¿�Ð�Ç;ÁhÈ"¸ ·	ÄÌÃh¹ ¹ Ã_Ù%¿�·;À+¶_·

σ(f1, f2, ..., fl−1, fl+1, ..., fk)

σ(fj)
> t > 0.5

� Á\½+Å�Ár¸ ·	ÄÌÃh¹ ¹ Ã_Ù%¿�ÄÌÇ;Ãh¼�Ë 
 Í,·;À+¶_·
MaxPI(Fk−l) < t

Ï

� f���f���������� �%j�kLj	� â�ã
F = {f1, f2, ...., fm} 
 â�ã���â�Û\â�ã	ï 7à_áßá�7�âtà_ã4�"Þ;â�Û�Ýßí�à%Û�Ü+à_ã�Ý�à_á+îhà_ã�à 
 àKÛ\â 
 � ��â�í ( 0 ≤ P ≤ m2−m! ��â�Þ;â P

Ý�Û@ã���â@Û�Ý "Hâ<ï 7Tã���â�ätà_í�î_Ý�îhà_ã�â$#�2�Ýßã�â�ð×Û\â�ã�Û�Ü�Þ��"í�âtî

 âtätà���Û\â×ï 7 � â�ðTð�à�% 
'&�


) À�Á\½ ¼@¸ ½�¸ ½�¾}ÄÌÃhÇdµBÃ{¿�¸ ·;¸ ÆhÁ�¶a½+º ½�Á\¾{¶_·;¸ ÆhÁfµ+¶_·�·;Á\Ç;½+¿\È
ÄÌÃhÇ×Á\ÆhÁ\Ç;Ñ

fi ∈ F
ÈIÙ#Á<¶a¹�¿�Ã4À+¶KÆhÁ@·;ÃfÅ�Ãh½+¿�¸�º"Á\Ç

−fi
Ï�Ó�À�¸�¿

¸ ½+Å�Ç;ÁH¶h¿�ÁH¿�·;À�Á:ÄÌÁH¶_·;Ð�Ç;Ár¿�Á�·%¿�¸ Õ\Á:·;Ã��_¼dÏ
� Á\½+Å�Á<·;À�Á<½�Ð�¼×ÎBÁ\Ç@ÃaÄ�Å\¶a½+º"¸�º�¶_·;Á<¸ ·;Á\¼�¿�Á�·t¿@ÃaÄ�¿�¸ Õ\Á��

¾hÁ\½�Á\Çt¶_·;ÁHº�ÄÌÇ;Ãh¼�·;À�¸�¿%ÄÌÁH¶_·;Ð�Ç;ÁT¿�Á�·�¸�¿ (

2m
2

) Ë,ÎBÁHÅ\¶aÐ+¿�Á×ÃaÄ
¼�¶_É $ è ½�Ã�µ�Ç;Ð�½�¸ ½�¾@¸�¿	º"Ãh½�Ár¶_·	·;À�Á:Ú+Çt¿j·	¹ Á\ÆhÁ\¹ßÍ�Ï

Ö�Ç;Ãh¼ ·;À�¸�¿4¿�Á�·»Ù#Á�Ç;Á\¼@Ã_ÆhÁ�Å\¶a½+º"¸�º�¶_·;ÁH¿dÃaÄ×·;À�Á�ÄÌÃhÇ;¼
(−fi,−fj)

¶a½+º
(fi,−fi)

Ï6Ó�À�¸�¿�Ç;ÁHº"Ð+Å�Ád·;À�Áv¿�¸ Õ\Á»ÃaÄ:·;À�Á
Å\¶a½+º"¸�º�¶_·;Ár¿�Á�·�·;Ã (

2m
2

)

−

(

m
2

)

−m
Ï

D ^�Z ��ª ê	Ø%¹ ¹±µBÃ{¿�¸ ·;¸ ÆhÁ×Å\¶a½+º"¸�º�¶_·;Á�¸ ·;Á\¼ ¿�Á�·t¿%ÃaÄ,¿�¸ Õ\Á-��¶aÇ;Á
¾hÇ;ÁH¶_·;Á\Ç	·;À+¶a½4·;À�Á�·;À�Ç;ÁH¿�À�Ãh¹�º

t
Ï:Ó�À�Á\½4Î�Ñ�	-Á\¼@¼�¶ � Ï 


¶a¹ ¹�·;À�ÁdÅ\¶a½+º"¸�º�¶_·;Á�¸ ·;Á\¼�¿�Á�·t¿TÃaÄ�¿�¸ Õ\Á �4Ù	¸ ·;À�½�Á\¾{¶_·;¸ ÆhÁ
ÄÌÁH¶_·;Ð�Ç;ÁH¿�Ù#ÃhÐ�¹�º�ÎBÁvµ�Ç;Ð�½�ÁHº¤Ï � Á\½+Å�Á4·;À�Áf¶hº�º"¸ ·;¸ Ãh½+¶a¹
½�Ð�¼×ÎBÁ\Ç	ÃaÄ8µ�Ç;Ð�½�¸ ½�¾@Ù	¸ ¹ ¹¤ÎBÁ
(

2m
2

)

−

(

m
2

)

−m−

(

m
2

)

= m2 −m

D ^�Z � 9 ê	Ø%¹ ¹±µBÃ{¿�¸ ·;¸ ÆhÁ×Å\¶a½+º"¸�º�¶_·;Á�¸ ·;Á\¼ ¿�Á�·t¿%ÃaÄ,¿�¸ Õ\Á-��¶aÇ;Á
¹ ÁH¿;¿#·;À+¶a½�·;À�Á:·;À�Ç;ÁH¿�À�Ãh¹�º

t
Ï

Ó�À�Á\½}¶a¹ ¹#½�Á\¾{¶_·;¸ ÆhÁ<Å\¶a½+º"¸�º�¶_·;Á�¸ ·;Á\¼ ¿�Á�·t¿TÙ	¸ ¹ ¹�ÎBÁdÅtÀ�ÁHÅtÂhÁHº
¶a½+º4À�Á\½+Å�Á×·;À�Á\Ç;Á@Ù	¸ ¹ ¹8ÎBÁ@½�Ãd¶hº�º"¸ ·;¸ Ãh½+¶a¹8µ�Ç;Ð�½�¸ ½�¾<ÎBÁHÅ\¶aÐ+¿�Á
ÃaÄ 	-Á\¼@¼�¶ � Ï 
 Ï

�-³�ª ���! B!^�� �r« X � ?B®+]_²Ì[%@��(��) �-^ � ���!� ) ¸ ·;À@·;À�Á
À�Á\¹ µéÃaÄ�¶a½éÁ�É�¶a¼@µ�¹ Á Ù#Á!º"ÁH¿;Å�Ç;¸ ÎBÁo·;À�Á!º"Á�·t¶a¸ ¹�¿�ÃaÄv·;À�Á
* âMå{à_ã�Ýßñ_â � Þ��"í+Ýßí�å,+và\æ � � Ë � $ � �4¶_É $ è Íd¶a¹ ¾hÃhÇ;¸ ·;À�¼|ÄÌÃhÇ
¼@¸ ½�¸ ½�¾�Å�Ãh¼@µ�¹ Á�É<¿�µ+¶_·;¸�¶a¹¤Ç;Á\¹�¶_·;¸ Ãh½+¿�À�¸ µ+¿\Ï



X � ?B®+]_²Ì[%@�� ê � $
�
�4¶_É $ è

«�­g� °=[ ê,Ó=Çt¶a½+¿;¶hÅ�·;¸ Ãh½�·t¶aÎ�¹ ÁhÈ
t

��°=[ � °=[ ê #�Ãh½"ÚBº"Á\½{·%Å�Ãh¼@µ�¹ Á�É�µ+¶_·�·;Á\Ç;½+¿

Â+$ 

Fk ← {f1, f2, ......, fn}∪{−f1,−f2, ......,−fn}

∪{f+
1 , f+

2 , ......, f+
n }) À�¸ ¹ Á�Ö±Â

6= φÂ+$�Â�� 

� �K¾hÁ\½�Á\Çt¶_·;Á�Å\¶a½+º"¸�º�¶_·;Á:¸ ·;Á\¼�¿�Á�·t¿
Ck = maxPIgen(Fk−1)ÄÌÃhÇ	ÁH¶hÅtÀ

c ∈ Ck¸ Ä8Á\ÆhÁ\Ç;Ñ{ÄÌÁH¶_·;Ð�Ç;Á�¸ ½»Å�¸�¿	µBÃ{¿�¸ ·;¸ ÆhÁ
"'�oÅtÀ�ÁHÅtÂ

�
½�Á\¾{¶_·;¸ ÆhÁ{Ë�ÅHÍ#$

true
·;À�Á\½

¾hÁ\½�Á\Çt¶_·;Á
Fk
ÄÌÇ;Ãh¼

Ck
Ð+¿�¸ ½�¾

MaxPIÁ\½+º<¸ Ä
Á\½+º�ÄÌÃhÇ

F,½+º ) À�¸ ¹ Á

� ]_®-` � ¯±°=] � ê,ÅtÀ�ÁHÅtÂ
�
½�Á\¾{¶_·;¸ ÆhÁ

«�­g� °=[ ê,Å\¶a½+º"¸�º�¶_·;Á:¸ ·;Á\¼�¿�Á�·HÈ
c

��°=[ � °=[ ê'&#Ã�Ãh¹ ÁH¶a½�Æ_¶aÇ;¸�¶aÎ�¹ ÁhÈ
check

ÅtÀ�ÁHÅtÂ+$%·;Ç;Ð�Á
ÄÌÃhÇ	ÁH¶hÅtÀ<½�Á\¾{¶_·;¸ ÆhÁ�ÄÌÁH¶_·;Ð�Ç;Á

−fi ∈ c
cp = c− (−fi) + fi¸ Ä

cp ∈ Fk
¶a½+º

fi /∈ maxFeature(cp)
·;À�Á\½

ÅtÀ�ÁHÅtÂ $oÄ�¶a¹�¿�Á
Á\½+º<¸ Ä

Á\½+º�ÄÌÃhÇ
Ç;Á�·;Ð�Ç;½dÅtÀ�ÁHÅtÂ

Ö±¸ ¾hÐ�Ç;Á �"ê
AlgorithmNP � MaxPI

Ï ) Á<¾hÁ\½�Á\Çt¶_·;Á�Å\¶a½"Ê
º"¸�º�¶_·;Á�¸ ·;Á\¼�¿�Á�·t¿�¸ ½�·;À�Á�¿;¶a¼@Á�Ù�¶KÑf¶h¿�¶aµ�Ç;¸ ÃhÇ;¸ ÊM¾hÁ\½=Ë

Fk−1
Í�È

Á�É�Å�Á\µ"·T·;À+¶_·@Ù#Á<Ð+¿�Á�·;À�ÁdÙ#ÁH¶aÂ�¶a½{·;¸ ÊM¼@Ãh½�Ãa·;Ãh½�¸�Å�µ�Ç;ÃhµBÁ\Ç�·jÑ
¸ ½+¿j·;ÁH¶hº�ÃaÄI¶a½{·;¸ ÊM¼@Ãh½�Ãa·;Ãh½�¸�Å�µ�Ç;ÃhµBÁ\Ç�·jÑhÏ

� Ã #�¹ ¸�ì{Ð�Á Ó=Çt¶a½+¿;¶hÅ�·;¸ Ãh½
¸

A1, B1, C1 A, B, C¸ ¸
A2, B2, C2 A, B, C¸ ¸ ¸

C2,D1 C, D¸ Æ
A3, C3 A, CÆ

A3, B6, D2 A, B, DÆ�¸
A4, B3, D3 A, B, DÆ�¸ ¸
A5, B5, D4 A, B, DÆ�¸ ¸ ¸
B4, C4, D5 B, C, D¸ É

A6, D6 A, D

Ó±¶aÎ�¹ Á � ê #�¹ ¸�ì{Ð�Á×´�Á�·�¶a½+º<Ó=Çt¶a½+¿;¶hÅ�·;¸ Ãh½d´�Á�·


 Ï%ë�¸ ÆhÁ\½�¶»¿�µ+¶_·;¸�¶a¹,º�¶_·t¶aÎ+¶h¿�ÁhÈ±Å�Ç;ÁH¶_·;Á�¶»Å�¹ ¸�ì{Ð�Á�¿�Á�·×¿�Ð+ÅtÀ
·;À+¶_·:Á\ÆhÁ\Ç;Ñ<Ç;Ã_Ù Ç;Á\µ�Ç;ÁH¿�Á\½{·t¿�¶�¿�Á�·:ÃaÄ,µBÃh¸ ½{·�ÄÌÃhÇ;¼@¸ ½�¾<¶
Å�¹ ¸�ì{Ð�Á×¸ ½»·;À�ÁTº�¶_·t¶h¿�Á�·HÏ�Ó±¶aÎ�¹ Á � ¾h¸ ÆhÁH¿�¶a½»Á�É�¶a¼@µ�¹ Á×ÃaÄ
¶@Å�¹ ¸�ì{Ð�Ár¿�Á�·HÏ

�"Ï #�Ç;ÁH¶_·;Á�·;À�Á�·;Çt¶a½+¿;¶hÅ�·;¸ Ãh½m¿�Á�·×ÄÌÇ;Ãh¼�·;À�Á<Å�¹ ¸�ì{Ð�Á<¿�Á�·HÈI¸ ½
Ù	À�¸�ÅtÀmÁ\ÆhÁ\Ç;Ñ�Ç;Ã_Ù Ç;Á\µ�Ç;ÁH¿�Á\½{·t¿r·;À�Á�ÄÌÁH¶_·;Ð�Ç;ÁH¿×ÃaÄ�µBÃh¸ ½{·t¿
¸ ½�·;À�Á�Å�ÃhÇ;Ç;ÁH¿�µBÃh½+º"¸ ½�¾�Ç;Ã_Ù0ÃaÄ×·;À�Á�Å�¹ ¸�ì{Ð�Á�¿�Á�·HÏéÖ�ÃhÇ
Á�É�¶a¼@µ�¹ ÁhÈ=Ç;Ã_Ù�ËÌ¸ßÍ:¸ ½�Ó±¶aÎ�¹ Á � ¾h¸ ÆhÁH¿�·;À�Á�¿�Á�·�ÃaÄ�µBÃh¸ ½{·
A1, B1, C1

ÄÌÃhÇ;¼@¸ ½�¾v¶vÅ�¹ ¸�ì{Ð�ÁhÏ � Á\Ç;Á
A1

¸�¿T¶4¿�µ+¶_·;¸�¶a¹
µBÃh¸ ½{·»Ù	¸ ·;ÀoÄÌÁH¶_·;Ð�Ç;Á 	 Ø 	 Ï�´�¸ ¼@¸ ¹�¶aÇ;¹ Ñ

B1
¸�¿»¶/¿�µ+¶_·;¸�¶a¹

µBÃh¸ ½{·8Ù	¸ ·;À�ÄÌÁH¶_·;Ð�Ç;ÁM	 &M	K¶a½+º
C1
¸�¿±¶�¿�µ+¶_·;¸�¶a¹{µBÃh¸ ½{·8Ù	¸ ·;À

ÄÌÁH¶_·;Ð�Ç;Á 	 #P	 Ï � Á\½+Å�Á#·;À�Á�·;Çt¶a½+¿;¶hÅ�·;¸ Ãh½TÅ�ÃhÇ;Ç;ÁH¿�µBÃh½+º"¸ ½�¾%·;Ã
·;À�¸�¿%Å�¹ ¸�ì{Ð�Á:¸�¿ ,KØ�È &�È #E.{Ï

� Ï%ë�Á\½�Á\Çt¶_·;Á�Å\¶a½+º"¸�º�¶_·;Á�¸ ·;Á\¼�¿�Á�·t¿%ÃaÄ,¿�¸ Õ\Á�Ãh½�Á�Ù	¸ ·;À»µBÃ{¿�¸ Ê
·;¸ ÆhÁ�¶a½+ºd½�Á\¾{¶_·;¸ ÆhÁ:ÄÌÁH¶_·;Ð�Ç;ÁH¿\Ï�Ö�ÃhÇ	·;À�Á�¾h¸ ÆhÁ\½dÁ�É�¶a¼@µ�¹ ÁhÈ
·;À�ÁvÅ\¶a½+º"¸�º�¶_·;Á 
 ÊM¸ ·;Á\¼�¿�Á�·t¿�¶aÇ;Á�,KØ�È Ê�Ø�È &�È Ê &�È #�È Ê #�È  ×È Ê
 .{ÏIÖ�ÃhÇ�¿�¸ ¼@µ�¹ ¸�Å�¸ ·jÑ»ËÌ¸ ½�·;À�¸�¿#Á�É�¶a¼@µ�¹ ÁKÍ�È{Ù#Á�¸ ¾h½�ÃhÇ;Á	·;À�Á
¿�Á\¹ Ä
�
Å�ÃaÊM¹ Ã"Å\¶_·;¸ Ãh½+¿	¿�Ð+ÅtÀv¶h¿

A+
Ï:´�¸ ½+Å�Á×¼�¶_É $ è ÄÌÃhÇ:¶a¹ ¹

·;À�Á 
 ÊM¸ ·;Á\¼�¿�Á�·t¿T¶aÇ;Á 
 È8Ù#Á<º"Ãv½�Ãa·Tµ�Ç;Ð�½�Á<¶a½�Ñ�Å\¶a½+º"¸ Ê
º�¶_·;ÁH¿	¶_·�·;À�¸�¿	¹ Á\ÆhÁ\¹�Ï

� Ï%ë�Á\½�Á\Çt¶_·;Á1Å\¶a½+º"¸�º�¶_·;Á �KÊM¸ ·;Á\¼�¿�Á�·t¿ ÄÌÇ;Ãh¼ 
 ÊM¸ ·;Á\¼�¿�Á�·t¿\È
¶aÐ"·;Ãh¼�¶_·;¸�Å\¶a¹ ¹ Ñ�µ�Ç;Ð�½�¸ ½�¾�µ+¶_·�·;Á\Ç;½+¿»¿�Ð+ÅtÀ ¶h¿

{A,−A}¶a½+º�µ+¶_·�·;Á\Ç;½+¿�Ù	¸ ·;À1¶a¹ ¹�½�Á\¾{¶_·;¸ ÆhÁ�ÄÌÁH¶_·;Ð�Ç;ÁH¿�¿�Ð+ÅtÀ ¶h¿
{−A,−B}

Ï
� Ï #�À�ÁHÅtÂ�¼�¶_É $ è ÃaÄ%·;À�ÁdÅ\¶a½+º"¸�º�¶_·;Á��KÊM¸ ·;Á\¼�¿�Á�·t¿T¶a¾{¶a¸ ½+¿j·
·;À�ÁdÐ+¿�Á\Ç�Ê�º"Á�Ú+½�ÁHºm·;À�Ç;ÁH¿�À�Ãh¹�º¤È#¶a½+º�¾hÁ\½�Á\Çt¶_·;Á�ÄÌÇ;ÁHì{Ð�Á\½{·
�KÊM¸ ·;Á\¼�¿�Á�·t¿\Ï ) À�¸ ¹ Á�ÅtÀ�ÁHÅtÂ�¸ ½�¾�ÄÌÃhÇ:½�Á\¾{¶_·;¸ ÆhÁTÅ\¶a½+º"¸�º�¶_·;Á
¸ ·;Á\¼�¿�Á�·t¿�Ð+¿�Á1	-Á\¼@¼�¶ 
 ÄÌÃhÇ�¶hº�º"¸ ·;¸ Ãh½+¶a¹=µ�Ç;Ð�½�¸ ½�¾+Ï�Ó±¶_Ê
Î�¹ ÁH¿ � ¶a½+º � ¿�À�Ã_Ù ·;À�Ádµ�Ç;Ã"Å�ÁH¿;¿×ÃaÄ:ÅtÀ�ÁHÅtÂ�¸ ½�¾fÅ\¶a½+º"¸ Ê
º�¶_·;Á<¸ ·;Á\¼�¿�Á�·t¿TÃaÄ�¿�¸ Õ\ÁH¿ �v¶a½+º � Ù	¸ ·;À/¶4·;À�Ç;ÁH¿�À�Ãh¹�º�·
ÃaÄ � &���Ï�Ó�À�Á�Å�Ãh¹ Ð�¼@½i	 ÅtÀ�ÁHÅtÂhÁHº%	-¿�À�Ã_Ù%¿�Ù	À�Á�·;À�Á\Ç:·;À�Á
Å\¶a½+º"¸�º�¶_·;Á×¸ ·;Á\¼�¿�Á�·:Ù�¶h¿�ÅtÀ�ÁHÅtÂhÁHº4¶a¾{¶a¸ ½+¿j·%·;À�Á×·;À�Ç;ÁH¿�À"Ê
Ãh¹�º�ÃhÇ=½�Ãa·HÏ ) À�Á\½�Ð+¿�¸ ½�¾	·;À�Á �4¶_É $ è ¶a¹ ¾hÃhÇ;¸ ·;À�¼o¶a¹ ¹_·;À�Á
¾h¸ ÆhÁ\½�Å\¶a½+º"¸�º�¶_·;Á�¸ ·;Á\¼�¿�Á�·t¿#Ù#ÃhÐ�¹�º�À+¶KÆhÁ%ÎBÁ\Á\½<ÅtÀ�ÁHÅtÂhÁHº¤Ï
� Ã_Ù#Á\ÆhÁ\Ç � $

�
�4¶_É $ è ¶KÆhÃh¸�º�¿r·;À�ÁH¿�Á<ÅtÀ�ÁHÅtÂ"¿×ÎBÁHÅ\¶aÐ+¿�Á

ÃaÄ 	-Á\¼@¼�¶ 
 Ï@Ó�À�¸�¿:¸ ½+Å�Ç;ÁH¶h¿�ÁH¿%·;À�Á�Á���Å�¸ Á\½+Å�Ñ»ÃaÄ�¼@¸ ½"Ê
¸ ½�¾TÅ�Ãh¼@µ�¹ Á�É�µ+¶_·�·;Á\Ç;½+¿\ÏIÓ�À�Á�Å�Ãh¹ Ð�¼@½ +và\æ � âtà_ã4�"Þ;â#º"Á�Ê



Å\¶a½+º"¸�º�¶_·;Á:¸ ·;Á\¼�¿�Á�· ÅtÀ�ÁHÅtÂhÁHº $,Ç �4¶_É $ è �4¶_É�Ö�ÁH¶_·;Ð�Ç;Á $,Ç;Ð�½�ÁHº
Ø & � � � � È � � � � � � Ø�È & �
Ø	Ê & �
Ø # � � � � È � � � � � � # �
Ø	Ê # � � � � � � � Ê �
Ø  � � � � È � � � � � � Ø�È  �
Ø	Ê  �
Ê�Ø & �
Ê�Ø # �
Ê�Ø  �
&
# � � � � È � � � � � � # �
&�Ê # � � � � � � � Ê �
&  � � � � È � � � � � � &�È  �
&�Ê  �
Ê &
# �
Ê &  �
#  � �
� � È �
� � �
� � Ê �
#,Ê  � �
� � �
� � Ê �
Ê #  � � � � � � �  �

Ó±¶aÎ�¹ Á � ê �»¸ ½�¸ ½�¾�Å\¶a½+º"¸�º�¶_·;Á �KÊ,¸ ·;Á\¼�¿�Á�·
Å\¶a½+º"¸�º�¶_·;Á � ÊM¸ ·;Á\¼�¿�Á�· ÅtÀ�ÁHÅtÂhÁHº µ�Ç �4¶_É $ è �4¶_É�Ö�ÁH¶_·;Ð�Ç;Á $,Ç;Ð�½�ÁHº

Ø &
# � �
� � È �
� � È �
� � �
� � Ê �
Ø &  � � � � È � � � È � � � � � � Ê �
Ø #  � & � � È & � � È & � � & Ê �
Ø	Ê #  � � � � È � � � � � � Ø�È  �
&
#  � 
 � � È 
 � � È 
 � � 
 � � Ê �

Ó±¶aÎ�¹ Á � ê �»¸ ½�¸ ½�¾�Å\¶a½+º"¸�º�¶_·;Á � Ê,¸ ·;Á\¼�¿�Á�·

½�Ãa·;ÁH¿�·;À�ÁIÄÌÁH¶_·;Ð�Ç;ÁIÄÌÃhÇ-Ù	À�¸�ÅtÀ�·;À�Á,µ+¶aÇ�·;¸�Å�¸ µ+¶_·;¸ Ãh½:Çt¶_·;¸ Ã	ÃaÄ
·;À�Á:Å\¶a½+º"¸�º�¶_·;Á�¸ ·;Á\¼�¿�Á�·	Ù�¶h¿�¾hÇ;ÁH¶_·;Á\Ç,·;À+¶a½�·;À�Á�·;À�Ç;ÁH¿�À"Ê
Ãh¹�º¤Ï�Ö�ÃhÇ�Á�É�¶a¼@µ�¹ Ád¸ ½ Ó±¶aÎ�¹ Á � È�ÄÌÃhÇ�Å\¶a½+º"¸�º�¶_·;Ád¸ ·;Á\¼
Ø &�È±µ�ÇKË ,KØ�È &/.{È Ø�Í $ � � � 0 ·@¶a½+º�µ�ÇKË ,KØ�È &/.{È &	Í $ � � �
0�·HÏ Ó�À�Á\Ç;Á�ÄÌÃhÇ;Á<Î�Ñ 	-Á\¼@¼�¶ 
 È�Ù#Á»º"Ã�½�Ãa·�À+¶KÆhÁ�·;Ã
ÅtÀ�ÁHÅtÂ

maxPI({−A, B})
¶a½+º

maxPI({A,−B})
¶h¿

Ù#Á,Â�½�Ã_Ùf·;À+¶_·=·;À�Á\Ñ:Ù	¸ ¹ ¹{ÎBÁ�¹ ÁH¿;¿-·;À+¶a½r·HÏ è Ä�Ù#Á#Å�Ãh½+¿�¸�º"Á\Ç
Ø #�È=µ�ÇKË ,KØ�È #E.{È Ø�Í $ � � � � ·@¶a½+º�µ�ÇKË ,KØ�È #E.{È #�Í $ � � �
0�·�Ï � Á\½+Å�ÁmÎ�Ñ�	-Á\¼@¼�¶ 
 È�Ù#Á�º"Ã�½�Ãa·f½�Á\ÁHºo·;Ã
ÅtÀ�ÁHÅtÂ

maxPI({−A, C})
Ï � Ã_Ù#Á\ÆhÁ\Ç¤Ù#Á,½�Á\ÁHº�·;Ã�ÅtÀ�ÁHÅtÂ

maxPI({A,−C})
Ï

� Ï �	Á\µBÁH¶_·�¿j·;Á\µ+¿ � ¶a½+º � ÄÌÃhÇ8·;À�Á%Å�Ãh½+¿�ÁHì{Ð�Á\½{·I¹ Á\ÆhÁ\¹�¿8Ð�½{·;¸ ¹
·;À�Á\Ç;Ár¶aÇ;Á:½�Ã@¼@ÃhÇ;Á�ÄÌÇ;ÁHì{Ð�Á\½{·	¸ ·;Á\¼�¿�Á�·t¿\Ï

� ) � � � ]_²�� ��­ [HZ�� ��� ZH° � [HZT^ ­ ¯ X ­ ^ �3= ZH²�Z
) Á#À+¶KÆhÁ#Å\¶aÇ;Ç;¸ ÁHº:ÃhÐ"·±·;À�Ç;Á\Á�¿�Á�·t¿=ÃaÄ+Á�É"µBÁ\Ç;¸ ¼@Á\½{·t¿-·;Ã:º"Á\¼@Ãh½"Ê
¿j·;Çt¶_·;Á@·;À�Á<¿;Å\¶a¹�¶aÎ�¸ ¹ ¸ ·jÑ�ÈI¶aµ�µ�¹ ¸�Å\¶aÎ�¸ ¹ ¸ ·jÑ�¶a½+ºf·;À�Á�¿j·t¶_·;¸�¿j·;¸�Å\¶a¹
Å�ÃhÇ;Ç;ÁHÅ�·;½�ÁH¿;¿�ÃaÄ � $

�
�4¶_É $ è Ï

�-`h^ � ^"Y8² � ²Ì[ = ) ÁvÅ�Ç;ÁH¶_·;ÁHº}¶�¹�¶aÇ;¾hÁ»¿�Ñ�½{·;À�Á�·;¸�Å4º�¶_·t¶�¿�Á�·�¸ ½
ÃhÇtº"Á\Ç�·;Ã»Å�Ãh¼@µ+¶aÇ;Á×·;À�Á �4¶_É $ è ¶a½+º»·;À�Á � $

�
�4¶_É $ è

¶a¹ ¾hÃhÇ;¸ ·;À�¼�¿\Ï è ½mµ+¶aÇ�·;¸�Å�Ð�¹�¶aÇHÈ±Ù#Á�Ù�¶a½{·;ÁHºf·;Ã»·;ÁH¿j·TÀ�Ã_Ù
¼×Ð+ÅtÀ@¶hº�º"¸ ·;¸ Ãh½+¶a¹"µ�Ç;Ð�½�¸ ½�¾:Ù�¶h¿±ÎBÁ\¸ ½�¾�¶hÅtÀ�¸ Á\ÆhÁHº�Î�Ñr·;À�Á
Ð+¿�Á:ÃaÄ 	-Á\¼@¼�¶ 
 Ï

X �U��� ²�`h^"Y8² � ²Ì[ = ) Á<Á�É�·;Çt¶hÅ�·;ÁHº�¶4¹�¶aÇ;¾hÁ<¿;¶a¼@µ�¹ Á�ÄÌÇ;Ãh¼ ·;À�Á
´�¹ Ã{¶a½  �¸ ¾h¸ ·t¶a¹B´�Â�ÑT´�Ð�Ç;ÆhÁ\Ñ  �¶_·t¶aÎ+¶h¿�Á	¶a½+º@¶aµ�µ�¹ ¸ ÁHº�·;À�Á
� $
�
�4¶_É $ è ¶a¹ ¾hÃhÇ;¸ ·;À�¼ ·;Ã�·;ÁH¿j·�·;À�ÁvÁ���Å\¶hÅ�Ñ}ÃaÄrÃhÐ�Ç

¶aµ�µ�Ç;Ã{¶hÅtÀ�Ãh½»¶TÇ;ÁH¶a¹¤º�¶_·t¶@¿�Á�·HÏ
D ®+]K] � `a[ ­ � ZHZ ) Á�¶aµ�µ�¹ ¸ ÁHºr·;À�Á � $

�
�4¶_É $ è ¶a¹ ¾hÃhÇ;¸ ·;À�¼ Ãh½

¶ ¿�¼�¶a¹ ¹�º�¶_·t¶ ¿�Á�·�·;Ã ÃhÎ"·t¶a¸ ½ ¶a½(ÃhÐ"·;µ�Ð"·
O
Ù	À�¸�ÅtÀ

Å�Ãh½{·t¶a¸ ½+¿8µ+¶_·�·;Á\Ç;½+¿IÃaÄB·;À�Á	ÄÌÃhÇ;¼
{A, B}

¶a½+º
{C,−D}

Ï
) Áf·;À�Á\½ ¶aµ�µ�¹ ¸ ÁHº ·;À�Á �	¸ µ�¹ Á\Ñ�	 ¿ ��Ê�ÄÌÐ�½+Å�·;¸ Ãh½�·;ÁH¿j·d·;Ã
ÅtÀ�ÁHÅtÂmÙ	À�Á�·;À�Á\Ç

A
¶a½+º

B
¶aÇ;ÁdµBÃ{¿�¸ ·;¸ ÆhÁ\¹ Ñ�Å�ÃhÇ;Ç;Á\¹�¶_·;ÁHº

¶a½+º
C
¶a½+º

D
¶aÇ;Á:½�Á\¾{¶_·;¸ ÆhÁ\¹ Ñ�Å�ÃhÇ;Ç;Á\¹�¶_·;ÁHº¤Ï

�=³�ª �/� ] �M®+] �m^ ­ ` � ��� ^ � °±^"[H²�® ­ ®���[%@ � ^ � ?B®+]_²Ì[%@��
) Á�¾hÁ\½�Á\Çt¶_·;ÁHº�¿�Ñ�½{·;À�Á�·;¸�Å�º�¶_·t¶h¿�Á�·t¿rÃaÄ�¿�¸ Õ\ÁH¿rÇt¶a½�¾h¸ ½�¾dÄÌÇ;Ãh¼

Z� &���·;Ã 
 ¼@¸ ¹ ¹ ¸ Ãh½�·;Çt¶a½+¿;¶hÅ�·;¸ Ãh½+¿TÙ	¸ ·;À}·;Á\½�º"¸ Ò�Á\Ç;Á\½{·@ÄÌÁH¶_Ê
·;Ð�Ç;ÁH¿\Ï:Ó�À�ÁH¿�ÁTº�¶_·t¶h¿�Á�·t¿�Ù#Á\Ç;Á�¾hÁ\½�Á\Çt¶_·;ÁHº»Ð+¿�¸ ½�¾�·;À�Á×ÄÌÃh¹ ¹ Ã_Ù�Ê
¸ ½�¾×¼@Á�·;À�Ã"º¤Ï ) ¸ ·;À�ÁH¶hÅtÀ�ÃaÄ-·;À�Á%·jÙ#Á\½{·jÑTÄÌÁH¶_·;Ð�Ç;ÁH¿HË�·;Á\½<¿�¸ ¼TÊ
µ�¹ Á�ÄÌÁH¶_·;Ð�Ç;ÁH¿�Á\¾+Ï^	 Ø 	¤¶a½+ºd·;Á\½f¿�Á\¹ ÄßÊ�Å�ÃaÊM¹ Ã"Å\¶_·;¸ Ãh½+¿	Á\¾+Ï^	 Ø �^	 Í
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Ö±¸ ¾hÐ�Ç;Á � ê #�Ãh¼@µ+¶aÇ;¸�¿�Ãh½ ÃaÄdÁ���Å�¸ Á\½+Å�¸ ÁH¿mÃaÄ �4¶_É $ è ¶a½+º
NP � MaxPI

¶a¹ ¾hÃhÇ;¸ ·;À�¼�¿

¶h¿×·;À�Á�Ú+Çt¿j·TÄÌÁH¶_·;Ð�Ç;ÁhÈ#¶vÇt¶a½+º"Ãh¼ ½�Ð�¼×ÎBÁ\Ç@ÃaÄ%·;Çt¶a½+¿;¶hÅ�·;¸ Ãh½+¿
Ù#Á\Ç;Á�¾hÁ\½�Á\Çt¶_·;ÁHº¤Ï�F�¶hÅtÀ�·;Çt¶a½+¿;¶hÅ�·;¸ Ãh½�Ù�¶h¿�¾hÁ\½�Á\Çt¶_·;ÁHºfÙ	¸ ·;À
¶mÇt¶a½+º"Ãh¼ ¿�¸ Õ\Á4ÄÌÇ;Ãh¼ 
 ·;Ã 
 &�Ï  �Á\µBÁ\½+º"¸ ½�¾}Ãh½�·;À�Á�¿�¸ Õ\Á
ÃaÄI·;À�Á×·;Çt¶a½+¿;¶hÅ�·;¸ Ãh½d·;À�Á@Å�Ãh½+¿�ÁHì{Ð�Á\½{·%ÄÌÁH¶_·;Ð�Ç;ÁH¿�Ù#Á\Ç;ÁTÅtÀ�Ã{¿�Á\½
Çt¶a½+º"Ãh¼@¹ Ñ@ÄÌÇ;Ãh¼1·;À�Á:ÄÌÁH¶_·;Ð�Ç;Á�¿�Á�·HÏ

) Á%¶aµ�µ�¹ ¸ ÁHºr·;À�ÁE�4¶_É $ è ¶a¹ ¾hÃhÇ;¸ ·;À�¼!¶a½+º
NP � MaxPI¶a¹ ¾hÃhÇ;¸ ·;À�¼oÃh½�·;À�Á�º�¶_·t¶h¿�Á�·t¿-·;Ã�¾hÁ\½�Á\Çt¶_·;Á#Å�Ãh½"ÚBº"Á\½{·8Å�Ãh¼@µ�¹ Á�É

µ+¶_·�·;Á\Ç;½+¿\ÏvÖ±¸ ¾hÐ�Ç;Á � ¿�À�Ã_Ù%¿r·;À�Á<º"¸ Ò�Á\Ç;Á\½+Å�Á�¸ ½�·;¸ ¼@Á�·t¶aÂhÁ\½
Î�Ñ<ÎBÃa·;À»·;À�ÁH¿�Á×¼@Á�·;À�Ã"º�¿%·;Ã�¼@¸ ½�ÁTÅ�Ãh¼@µ�¹ Á�Édµ+¶_·�·;Á\Ç;½+¿	ÄÌÇ;Ãh¼
º�¶_·t¶h¿�Á�·t¿	ÃaÄIº"¸ Ò�Á\Ç;Á\½{·�¿�¸ Õ\ÁH¿\Ï è ·�Å\¶a½dÎBÁ×¿�Á\Á\½<·;À+¶_·%·;À�Ár·;¸ ¼@Á
º"¸ Ò�Á\Ç;Á\½+Å�Á�¸ ½+Å�Ç;ÁH¶h¿�ÁH¿�Çt¶aµ�¸�º"¹ Ñ@Ù	¸ ·;À�·;À�Á:¿�¸ Õ\Á�ÃaÄ-·;À�Á:º�¶_·t¶h¿�Á�·HÈ
Ù	À�¸�ÅtÀ}¸ ½+º"¸�Å\¶_·;ÁH¿@·;À�Á»Á�É�·;Á\½+¿�¸ ÆhÁ<µ�Ç;Ð�½�¸ ½�¾�ÃaÄ�·;À�Á»½�Á\¾{¶_·;¸ ÆhÁ
µ+¶_·�·;Á\Ç;½+¿±º"Ãh½�Á�Î�Ñ

NP � MaxPI
¶a¹ ¾hÃhÇ;¸ ·;À�¼ ¶a½+º�À�Á\½+Å�Á,·;À�Á

¸ ½+Å�Ç;ÁH¶h¿�Á@¸ ½�Á���Å�¸ Á\½+Å�ÑhÏ ) Á�Å�Ãh½"Ú+Ç;¼@ÁHºv·;À+¶_·r·;À�Á�Ç;Ð�¹ Á�¿�Á�·t¿
¾hÁ\½�Á\Çt¶_·;ÁHº@Î�Ñ@·;À�Á�·jÙ#Ã×¼@Á�·;À�Ã"º<¶aÇ;Á�¸�º"Á\½{·;¸�Å\¶a¹BÎ�Ñ�Ð+¿�¸ ½�¾�·;À�Á
diff

ÄÌÐ�½+Å�·;¸ Ãh½-Ï
) Á�Å\¶aÇ;Ç;¸ ÁHº�ÃhÐ"·v¶�¿�ÁHÅ�Ãh½+º�Á�É"µBÁ\Ç;¸ ¼@Á\½{·»·;Ã Å�Ãh¼@µ+¶aÇ;Á

·;À�Á%µBÁ\Ç�ÄÌÃhÇ;¼�¶a½+Å�Á	ÃaÄ �4¶_É $ è ¶a¹ ¾hÃhÇ;¸ ·;À�¼(¶a½+º
NP � MaxPIÙ	¸ ·;Àf¸ ½+Å�Ç;ÁH¶h¿�¸ ½�¾�½�Ð�¼×ÎBÁ\Ç:ÃaÄ,ÄÌÁH¶_·;Ð�Ç;ÁH¿�¸ ½v·;À�Á@º�¶_·t¶h¿�Á�·HÏ ) Á

¾hÁ\½�Á\Çt¶_·;ÁHº/¿�Ñ�½{·;À�Á�·;¸�Åvº�¶_·t¶h¿�Á�·t¿�Ù	¸ ·;À ½�Ð�¼×ÎBÁ\Ç<ÃaÄ:ÄÌÁH¶_·;Ð�Ç;ÁH¿
Çt¶a½�¾h¸ ½�¾	ÄÌÇ;Ãh¼ 
 &%·;Ã � � Ï±Ö±¸ ¾hÐ�Ç;Á � ¿�À�Ã_Ù%¿-·;À�Á#·;¸ ¼@Á�·t¶aÂhÁ\½×Î�Ñ
·;À�Á:·jÙ#Ã�¶a¹ ¾hÃhÇ;¸ ·;À�¼�¿#·;Ã�¼@¸ ½�Á�Å�Ãh½"ÚBº"Á\½{·�Å�Ãh¼@µ�¹ Á�É�µ+¶_·�·;Á\Ç;½+¿
ÄÌÇ;Ãh¼ ·;À�ÁH¿�Á4º�¶_·t¶h¿�Á�·t¿\Ï�Ö�Ç;Ãh¼ ·;À�Á»Ú+¾hÐ�Ç;ÁhÈ#¸ ·�Å\¶a½/ÎBÁv¿�Á\Á\½
·;À+¶_·�·;À�Á\Ç;Á�¸�¿�¶dÇt¶aµ�¸�ºf¸ ½+Å�Ç;ÁH¶h¿�Á@¸ ½�·;¸ ¼@Á�Ù	¸ ·;À�·;À�Á��4¶_É $ è
¶a¹ ¾hÃhÇ;¸ ·;À�¼dÈ8Ù	À�¸ ¹ Á<Ù	¸ ·;À

NP � MaxPI
·;À�Á�·;¸ ¼@Á�·t¶aÂhÁ\½m¸�¿

Å�Ãh¼@µ+¶aÇt¶_·;¸ ÆhÁ\¹ Ñ@¹ ÁH¿;¿\Ï

�=³:9 X �U��� ²�`h^"[H²�® ­ ®�� ���! B!^�� �r« ^ � ?B®+]_²Ì[%@�� ® ­
�\� � �}¯±^"[H^"Y8^�Z �

�=³:9¤³�ª �<^"[H^ � ] ��� ^"]_^"[H²�® ­ Ó�À�Á<º�¶_·t¶dÄÌÃhÇ�·;À�¸�¿×Á�É"µBÁ\Ç;¸ Ê
¼@Á\½{·±Ù�¶h¿-ÃhÎ"·t¶a¸ ½�ÁHº:ÄÌÇ;Ãh¼o·;À�Á�´  :´�´  �¶_·t¶/�	Á\¹ ÁH¶h¿�Á 
 Ãh½�¹ ¸ ½�Á
Å\¶_·t¶a¹ Ãh¾hÐ�Á@¿�Á\Ç;Æ�¸�Å�ÁhÏ�Ó�À�Á�Ãh½�¹ ¸ ½�Á�º�¶_·t¶»Å�Ãh½{·t¶a¸ ½�ÁHºv¸ ½"ÄÌÃhÇ;¼�¶_Ê
·;¸ Ãh½ ¶aÎBÃhÐ"·�Ã_ÆhÁ\Ç 
�� &�&�&�&fÅ�Á\¹ ÁH¿j·;¸�¶a¹%ÃhÎ"ÔjÁHÅ�·t¿\Ï!Ø%¼@Ãh½�¾�·;À�Á
À�Ð�½+º"Ç;ÁHº�¿:ÃaÄ	¶_·�·;Ç;¸ Î�Ð"·;ÁH¿�¿j·;ÃhÇ;ÁHºv¸ ½f·;À�Á�º�¶_·t¶aÎ+¶h¿�Á×ÄÌÃhÇ�ÁH¶hÅtÀ
ÃhÎ"ÔjÁHÅ�·	Ù#Á:Á�É�·;Çt¶hÅ�·;ÁHº�·;À�Á:ÄÌÃh¹ ¹ Ã_Ù	¸ ½�¾�¶_·�·;Ç;¸ Î�Ð"·;ÁH¿#ÄÌÃhÇ	ÃhÐ�Ç	Á�É�Ê
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MaxPI

Ö±¸ ¾hÐ�Ç;Á � ê #�Ãh¼@µ+¶aÇ;¸�¿�Ãh½�ÃaÄ�Á���Å�¸ Á\½+Å�Ñ�Ù	¸ ·;Àé¸ ½+Å�Ç;ÁH¶h¿�¸ ½�¾
½�Ð�¼×ÎBÁ\Ç	ÃaÄ=ÄÌÁH¶_·;Ð�Ç;ÁH¿

µBÁ\Ç;¸ ¼@Á\½{·

•
Ó�À�Á:ÃhÎ"ÔjÁHÅ�· 	 ¿ è  

•
Å�Ã�ÃhÇtº"¸ ½+¶_·;ÁH¿:Ë�¶h¿	¶TÐ�½�¸ ·%ÆhÁHÅ�·;ÃhÇ�Í

•
ÃhÎ"ÔjÁHÅ�·�·jÑ�µBÁ

•
µ�Ç;¸ ¼�¶aÇ;Ñ@·t¶aÇ;¾hÁ�· �B¶a¾{¿

•
Ç;ÁHº<¿�À�¸ Äß·

•
·;À�Á@º"¸ Ò�Á\Ç;Á\½+Å�Á×ÎBÁ�·jÙ#Á\Á\½4·;À�ÁTÐ � Ç�¹ ¸ ¾hÀ{·�¼�¶a¾h½�¸ ·;Ð+º"ÁH¿
ËÌÐ+¿�ÁHº�·;Ã�¿�Á\µ+¶aÇt¶_·;Á�¾{¶a¹�¶_É"Ñ@·jÑ�µBÁH¿tÍ
Ó�À�Á�º"¸�¿j·t¶a½+Å�ÁH¿¤ÎBÁ�·jÙ#Á\Á\½rÃhÎ"ÔjÁHÅ�·t¿¤Ù#Á\Ç;Á,Å\¶a¹�Å�Ð�¹�¶_·;ÁHº�Ð+¿�¸ ½�¾

� Ð�Î�Î�¹ Á 	 ¿ 	=¶KÙ1¾h¸ ÆhÁ\½mÎ�Ñ
D = c ∗ z/H0

È,Ù	À�Á\Ç;Á<Å�¸�¿�·;À�Á
¿�µBÁ\ÁHº<ÃaÄ8¹ ¸ ¾hÀ{·HÈ"Õr¸�¿�·;À�ÁrÇ;ÁHºd¿�À�¸ Äß·�¶a½+º

H0
¸�¿�·;À�Á � Ð�Î�Î�¹ Á 	 ¿

Å�Ãh½+¿j·t¶a½{·	¶a½+º<¸�¿
71kmsec−1Mpc−1

� � � Ï
Ó=Ã�Á\½+¿�Ð�Ç;Ád·;À+¶_·�·;À�Á»Ç;ÁH¿�Ð�¹ ·t¿@ÄÌÃhÇ�¼@ÁH¶h¿�Ð�Ç;¸ ½�¾f·;À�Ávº"¸�¿jÊ

·t¶a½+Å�ÁT·;ÃdÁH¶hÅtÀvÃhÎ"ÔjÁHÅ�·rÙ#ÃhÐ�¹�ºvÎBÁ�¶h¿r¶hÅ\Å�Ð�Çt¶_·;ÁT¶h¿:µBÃ{¿;¿�¸ Î�¹ ÁhÈ
Ãh½�¹ Ñ�ÃhÎ"ÔjÁHÅ�·t¿IÙ	¸ ·;À�¶:Õ�#�Ãh½"Ä�Æ_¶a¹ Ð�Á 0 &�Ï �>� ËÌ¸�Ï ÁhÏ=·;À�Á%ÃhÎ"ÔjÁHÅ�· 	 ¿
Ç;ÁHº:¿�À�¸ Äß·±¸�¿ 0 �>� ��Å�Á\Ç�·t¶a¸ ½BÍ¤¶a½+º:Õ ) ¶aÇ;½�¸ ½�¾'$ &�ËÌ¸�Ï ÁhÏ-·;À�Á\Ç;Á 	 ¿
½�Ã�µ�Ç;ÃhÎ�¹ Á\¼ Ù	¸ ·;À4·;À�ÁTÇ;ÁHºv¿�À�¸ Äß·�Í�¶aÇ;Á�Ð+¿�ÁHº¤Ï�Ó�À�¸�¿�Ú+¹ ·;Á\Ç;¸ ½�¾
Å�Ð"·t¿	º"Ã_Ù	½�·;À�Ár½�Ð�¼×ÎBÁ\Ç%ÃaÄ±ÃhÎ"ÔjÁHÅ�·t¿#·;Ã�¶aÇ;ÃhÐ�½+º 
�
Z� &�&�&�Ï

Ó�À�ÁY	 ÃhÎ"ÔjÁHÅ�·f·jÑ�µBÁ 	�¶_·�·;Ç;¸ Î�Ð"·;Á/Å�¹�¶h¿;¿�¸ Ú+ÁH¿4·;À�Á/ÃhÎ"ÔjÁHÅ�·t¿
¸ ½{·;ÃC� � Å\¶_·;Á\¾hÃhÇ;¸ ÁH¿\Ï � Ã_Ù#Á\ÆhÁ\Ç�·;À�ÁmÅ�Ð�Ç;Ç;Á\½{·»Ãh½�¹ ¸ ½�Á�º�¶_·t¶
À+¶h¿:ÃhÎ"ÔjÁHÅ�·t¿�Ãh½�¹ Ñ4¸ ½ 
Z� ÃaÄ#·;À�ÁH¿�Á�Å\¶_·;Á\¾hÃhÇ;¸ ÁH¿\ÏTØ%¼@Ãh½�¾<·;À�Á
Æ_¶aÇ;¸ ÃhÐ+¿»ÃhÎ"ÔjÁHÅ�·v·jÑ�µBÁH¿\È×Ù#ÁmÁ�É�·;Çt¶hÅ�·;ÁHº Ãh½�¹ Ñ�·;À�Á�¾{¶a¹�¶_É"¸ ÁH¿
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 !¶aÇ;Á�¹�¶_·;Ár¾{¶a¹�¶_É"¸ ÁH¿�¶a½+º�À�Á\½+Å�Á:·;À�Á\Ñ�¶aÇ;Ár¿�µ�¸ Çt¶a¹�¸ ½»¿�À+¶aµBÁhÏ

Ø%¼@Ãh½�¾<·;À�Á@Ç;Ð�¹ ÁH¿�¸ ½�Ó±¶aÎ�¹ Á � È¤·;À�Á@Ç;Ð�¹ ÁH¿�·;Ã<ÎBÁ�½�Ãa·;ÁHº
¶aÇ;Á

A+ ⇒ −B − D
¶a½+º

C+ ⇒ −B − D
Ï�Ó�À�ÁH¿�Á@Ç;Ð�¹ ÁH¿
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Ù	À�Á\Ç;Á F�¸�¿f·;À�Á�½�Ð�¼×ÎBÁ\Ç�ÃaÄd¿�µ+¶_·;¸�¶a¹@µBÃh¸ ½{·t¿�Ù	¸ ·;À�¸ ½
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