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���� ��
����� �
 ����� �
 ��� �
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�
���� 

� �����
�
���
	�
�� �� ������� �� �
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�� 
� ���
��
���
�
�� ���� ��� ������ �� ���� t 
� σ /��
��� ����
�
��� �� �������0 
� ���������� 
� ����� 
	 �
�� 
	
��� xt��

�	�������� &� ��������� ��' f(σ, t)� f �� � ���
�	�� ��� ����
� ��
�	� ��	
���� 	����� ����
�
��� 
�
���� ����
� ��
�	� ��	
���� ��
 ��
�
���� ��	 ���

(σ, t) ∈ Rt�

f(σ, t)

= {(σiu, s) : 1 ≤ i ≤ n� σ(u) = t ��� �������(σiu)

��
�
�� u∗ 
� u′ �
�	� σiu(u
′) = s}

(� 
���� �
���� ��� u �� ��� ������ �� ���� t 
� σ�
���� f(σ, t) �
���
�� ��� (σ′, s)� ���� ���� σ′ ��� ��

���
��� 	�
� σ �� �
�
�� u �
 �
�� �
�
�

� ��� s 
�
��� ���� 
	 ��� ������ �
 ��
�� u∗� ��� 
��
��� �������

	 u� 
� ������� 
� σ′�

8
� ����� (σ, t) ∈ Rt� (π, s) ∈ f(σ, t) 
���
�� yπ,s =
1 	
� �
�� s ≤ t� �����	
���

⋃

(σ,t)∈Rt

f(σ, t) ⊆
⋃

s≤t
Qs

�
��� �� "� (ρ, s) ∈ f(σ, t) ��� (ρ, s) ∈ f(σ, t)� 

��
σ = σ�

%	���� C�� u′ �� ��� ������ 
� ρ �� ���� s� C�� u∗

�� ��� ������ �
 ��
�� u′ 
� ������� �� ��������
���� 
� 
� ����� 	�
� ��� ��'�
�

� 
	 ��� ��� f ����

ρ = σ
ρ(u)
u = σ

ρ(u)
u � 
����
�� σ = σ�

��� ���
� ��
��� ���� 	
� � '��� t� ��� ����������
f(σ, t) ��� �
�,

�� 	
� �
)����� σ� �����	
���

1− xt =
|Rt|
n!

=
1

n
·

∣

∣

∣

⋃

(σ,t)∈Rt
f(σ, t)

∣

∣

∣

n!

≤ 1

n
·

∣

∣

∣

⋃

s≤tQs
∣

∣

∣

n!
=

1

n

∑

s≤t

|Qs|
n!

=

∑

s≤t xs
n

�����	
��� ��� ��
���
�
�
�� xt3� 
��� ��� �����

�
1 − xt ≤ 1

n

∑

s≤t xs 	
� ��� t� :
��� ��� ������
�
�� ���� # 
� ��� 
	 ��� ����
� ��������

�� �
�� ��
�������� x1 = 1� &�� ��� ���� �
���� ��������� "#$�
4� 9% �
 ��
�� ���� ����� ����� �
��
�

��� ALGG,π =
∑

t xt ≥
(

1− 1
e

)

n =
(

1− 1
e

)

OPT � ������� ��
�
��
���
��� 4�#�

$ '���� �� %������ ���

(� ��
� ����

�� �� �
�� ������ ���� |U | = |V | = n ���
���� G ��� � ���	��� �����
��� (� -�����
� @ �� �
��
��
� �
� ��
� �������

� ��� �� ���
����

F����� ���� 
�� ���
�
��� �
��� �� 	
��
��� 8
�
���� u ∈ U � ��� σ(u) �� � ������ �
���� ��
	
���� ��
����
� 	�
� [0, 1] /��� 
���������� 
	 
���� ����
���0
>
�� ���� ��� ���� ������ v ∈ V ���
���� ����� 
� �
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��� ���
����� ��
���
� u �
�� ��� ���
��� ����� 
	
buψ(σ(u))� ����� ψ(x) := 1− e−(1−x)�

8
� ���� 
	 ���
�
�

�� �� �
�� ��
�� 
�� ������ 	
�
� �
������ ����

� 
	 ��
� ���
�
���� 8
� ����� u ∈ U
�� �
�� ��

�� � ����
� 
������ σ(u) ��
	
���� 	�
�
{1, ..., k} ����� k 
� ��� ��������� 
	 �
�����
���

�� ��
�
�� ���
 ������� ��� 	����

� ψ(x) �� 
�� �
������ ����

�

ψ(i) = 1− (1− 1
k

)−(k−i+1)
� ��� �
������ ����

� 
	 
��

���
�
��� ���
 ������� ���� 
��
�
�� ������ v ∈ V �

��� ���
����� ��
���
� u �
�� ��� ���
��� ����� 
	
buψ(σ(u))� >
�
�� ���� ψ 
� � �������
�� 	����

�� �

ψ(s) ≥ ψ(t) 
	 s ≤ t� -� k → ∞� ��� �
������ ����

�
����� �
 
�� 
�
�
��� ���
�
����

�� ���
� �
�� �
�� ��'�
�

��� 	
��
��� �� ��

����
�� 
	 ��� ��

	�

�� �
�� ���
�� �� σ ∈ [k]n� ��� ��� 
	 ����� ����
�
��

���� �� �
�� ��� ���� u 
� �� �
�
�

� t 
� σ 
	
σ(u) = t� -� � ������ 
	 �
���

�� �� �
�� ��� ����
�
�
�

� s 
� �
��� /����� �
����0 ���� t 
	 s ≤ t /�����
s ≥ t0�
�	�������� (� �u �) ���*�	
 �� σ� &� ��� 

�
 u ��
��
�
�� �� σ �� ��	 ����	�

� ��
�
�� �
 �
�� 

�
���	��� �
���� �� 	����� ����
���� 
������ 
� �� σ�

�	�������� +� �Qt# Rt� Qt �� �� ��� �� 

� ��
 �� ���
����		����� �� ��
�
�� ��	
���� �� 

� �	�������
� ������

Qt = {(σ, t, u) : σ(u) = t ��� u �� ��
�
�� �� σ}
#�����	��� Rt �� �� ��� �� 

� ��
 �� ��� ����		����� ��
����
�
�� ��	
���� �� 

� �	�������
� ������

Rt = {(σ, t, u) : σ(u) = t ��� u �� ��
 ��
�
�� �� σ}
C�� xt �� ��� �����
�� ���� �� t� 
��� ��� ����
�

��

�� 
	 σ� �����

/+�#0 xt =

∑

(σ,t,u)∈Qt
bu

kn

��� �������� ��
� 
	 ��� ���
�
��� 
� ALGG,π =
∑

t xt� -��
 �
�� ���� ��� 
��
��� ��
� �� ��� �
�
�

�

t 
� B = OPT(G)
k �
��� ���� ������ 
� U ������� ��

�
�
�

� t �
�� ��
���
�
�� 1/k ��� 
� ������� 
� ���

��
��� �����
��� �����	
���

/+�40 B − xt =
∑

(σ,t,u)∈Rt
bu

kn

�	�������� ,� �σiu� ��	 ��� σ� σiu ∈ [k]n �� ��
�����
�	�� σ �� �
������ 

� ����
��� �� u 
� i� ���� σiu(u) = i
��� σiu(u

′) = σ(u′) ��	 ��� u′ 	= u�

-�)	�.����� �� ��	 ��� (σ, t, u) ∈ Rt ��� 1 ≤ i ≤ k�
��	 ����	�

� ��
�
�� u∗ 
� ���� u′ ∈ U �� σiu�

��� ��
�� 
�������

� 	
��
�� 	�
� C���� +�#� ��3��
��� 
� �
 ��'�� � ��� 	�
� ��� ������ �
 �

� ������
�� 	
��
���

�	�������� /� ��������� 0�' f(σ, t, u)� ��	 ���	�
(σ, t, u) ∈ Rt� �� �� 

� ��
������� ���

f(σ, t, u)

= {(σiu, s, u′) : 1 ≤ i ≤ k� ��� 

� ����	�

�

��
�
�� u∗ 
� u′ �� σiu �
�	� σiu(u
′) = s}

-�)	�.����� �� "� (ρ, s, u′) ∈ f(σ, t, u)� 

��
(ρ, s, u′) ∈ Qs�

>
� �� ��� ����� �
 �
�� �� 
����
�� 
	 ��� ��

	�

�������� �� ��� ����� � ��� ��� 
��� 
� ��� ������
�

	 ������� 
� :���

� 4�4 ��� ���� �� ��� �
��� ���
������ 
	 
���������� 
	 ��������� ����
��� � ��� ���
������ � 
� ��� ���
�� ��
���
�
�� ����� �� � ����	�� �
���

	 ��� ������� ����
��� � ��� ���� ������� ��� �����
��
��� f ��'��� ��
�� 
� �� ������� �
 �
 ��
�� ��3��
��
� 
� C���� +�# ���� 
	 (σiu, s, u

′) ∈ f(σ, t, u)� ����
��� ������ /�� ψ0 ��
� ��� �
 u′ 
� σiu 
� �
 ���� ����
��� ������ �
�� ��� �
 u 
� σ� .
������ s ��� �� �
����

� �
��� ���� t� ���
�� ������� ����� s ≤ t� ��
�

���
�� ���� ��� �
��� 
� 
� ����� 
	 ������ 
�

⋃

sQs�
1 ≤ s ≤ k� ��
�� 
� ���� ���� /�� ���� 
	 ��� ������ 
�
��� ��

� ��� �
� ����0�

&�� 
��� 
� �
 �
��� ��� ��� 
	 �
���� 
������� �� ���
�
�
�

��� ������� ��
�� ���
�� ��� ��� ������ 
�

⋃

sQs�
.
������ 
	 �� �
 ��
�� ���� ��� �����
�� ��� �
��� ���
�
�,

������ ��
������ 
��� 
	 (σ, t, u) ∈ Rt ��� (σiu, i, u) ∈
Ri ���� f ����� 
	 �
�� ����� 
���������� 
� ��� �����
����� ���� ����� 
�

⋃

sQs ���� ������� ������� �
���
/
� 	��� � �
����
	
�� ������ 
	 �
���0� ���
� ���
��
��� �
��� ����� �
 ��
� ���� �� 
���
���� ��� 
��� 
	
��	����� ���� /@�'�
�

� #$0� ��
�� ����� �� ��'�� �
�
�,

�� ��� ��� ��� � �
��� �
����

>���� �� 	
����
�� ��� ��
���

������ ����� � �� ���
� �� ��
�
�� �� ����
��� 
	
C���� 4�#�

%	��� "��� "� 

� ��	
�� u �
 ����
��� t �� σ �� ���
��
�
�� �� ��	 ����	�

�� 

�� ��	 ���	� 1 ≤ i ≤ k�


� ����	�

� ��
�
�� u∗ �� σiu 
� � ��	
�� u′ ���
 

�

ψ(t)bu ≤ ψ

(

σiu(u
′)
)

bu′ �

%	���� ���� � ,i ≥ t-� C�� v1, ..., vn �� ��� 
���� 
	
���
��� 
	 ����
��� 
� V � 5������� v1 �
�� ��� ��� ����
��

�� 
	 ��
���
�� 
� σiu �� 
� σ� ������ ��� 	��� ����
��� �
�
�

� 
	 u 
� �
���� 
� σiu ���� 
� σ� :
��� ��
�
� �
� ����� v1 �
 u 
� σ� v1 �
�� ����
� 
�� �����

1258 Copyright © by SIAM. 
Unauthorized reproduction of this article is prohibited.



	�
� σ ���� 
� σiu� >
� �����
�� ���� v1, ..., vl ���
����� ��� ���� ������ 
� σiu �� ���� �
� 
� σ� vl+1 �
��
��� ��� ���� ��

�� 
	 ��
���
�� 
� σiu �� 
� σ �
�� ���
������

� 
	 u� :
��� vl+1 �
� �
� ����� u 
� σ �
�����

� �
�� ����
� ��� ���� ��
���
� 
� σiu ��� �� 
�����

�
����� ������ 	�
� V � ����
'����� u∗ ����� ��� ����
����� 
� σiu �� 
� σ� :
��� σ(u

′) = σiu(u
′)� �� �
������

ψ(t)bu ≤ ψ
(

σiu(u
′)
)

bu′ �

���� � ,i < t-� 8
� � ������ v ∈ V � ��� mσ(v) ���
mσi

u
(v) �� ��� ����
��� �
 ��
�� v 
� ������� 
� σ ���

σiu �������
����� 
	 ���� � ����� ��
��� ��� ���� 
�����
�
��� (���
�
����� �
��� ψ(i) ≥ ψ(t)� ��� ����
�� 	���
�
� 
	 bu 
��� 
���
��� 
� ��
� ����� ��
�� ���� 
	 ���

���� ������ 
� U ����
�� ��� ����� �����	
��� ��
��� ������ u �
 �� �
�� �
���� �
 �� ������� 
� σiu
��� ��� ψ

(

σiu
(

mσi
u
(v)
))

bmσi
u
(v) ≥ ψ (σ (mσ(v))) bmσ(v)

�
 �
�� 	
� ��� v ∈ V � (� 	���� �
����
�� �
��
����
'� 
� ����� ��� �������
� �
)������ 
	 ���
��
 �����
��� ��
����� �� ��� ���
�
��� 	
� σ ���
σiu 
� ������� 
�� ���� �����
�� �� u ���� �

�� �
��
(u, v1, mσ(v1), v2, mσ(v2), ...)� ����� (v1, v2, ...) ���
���� 
� ���
� 
���� 
	 ���
���� (� ���� 	
��
�� �� ��
��
��
� 	
�������

C�� V ′ = {v ∈ V : mσ(v) 	= mσi
u
(v)} �� ��� ��� 
	

����
��� 
� V �
�� �
)����� ������� 
� σ ��� σiu� (����
��� ������� 
	 V ′ �� v1, ..., vl 
� ��� ���� 
���� �� ���
�
���
���� ���� v1 ���
��� ��� ����
���� 8
� �
���
�
��� ���
uj = mσ(vj) ��� wj = mσi

u
(vj)�

�� ������ ���� ��� 	
��
�
�� 
����
��� �
��� 	
�
2 ≤ j ≤ l� 1
�� uj ��� uj−1 ��� ��������� 
� σiu
���� vj ���
��� ��� vj ������� uj−1� ���� wj = uj−1�

8
� ���� ����� 
������ ���� ��� ��

�� 
	 ��
���
��
	
� v1 
� σ

i
u 
� ��� ���� �� 
� σ� ������ u� ��
�� ���

�
��� �
 � �
��� �
�
�

�� :
��� �� ��'�
�

� v1 �
��
�
� ����� u1 
� σ

i
u� w1 = u� >
� �
��
��� ��� �
����

�

���� v2 ���
���� -�� ��� ����
��� ���
�
�� ��	
�� v2 � �
��
��� ������

� 
	 v1 � ���� ���� ������� �
 ��� ����
������ 
� σiu �� 
� σ� ��� v1 ��� ������� �
 u� ����
��
u1 ��� ���������� C�� Uσ(v2) ��� Uσi

u
(v2) �� ��� ����


	 ��������� ��
���
�� 
	 v2 
� σ ��� σ
i
u �������
�����

�� ��� �
���� ���� v2 ���
���� ���� 	�
� ��
��
���������� Uσi

u
(v2) = (Uσ(v2) ∪ {u1}) − {u}� :
��� u

��� ��������� 
� σ� u2 	= u� :
��� v2 ∈ V ′� w2 	= u2�
��
� 
� 
��� �
��
��� 
	 w2 = u1� -�� ����� ��� ����
���� 
� �����

>
� ������ ���� ��� ��������� �
��� 	
� j − 1 ���
�
��
��� ��� ���
��� 
	 vj � 1� 
�����

� ���
����
��
v1 ��� ���� ������� �
 u ��� v2, .., vj−1 ���� ����
������� �
 u1, ..., uj−2 �������
����� -�� ��� 
����
����
��� ���
�
�� ��	
�� vj ���� ��� �
� 
� V

′ ���� ����
������� �
 ��� ���� ������ 
� σiu �� 
� σ� �����	
���
uj−1 
� ��� ���������� C�� Uσ(vj) ��� Uσi

u
(vj) ��

��� ���� 
	 ��������� ��
���
�� 
	 vj 
� σ ��� σiu
�������
���� �� ��� �
���� ���� vj ���
���� ���� 	�
�
��
�� ���������� Uσi

u
(vj) = (Uσ(vj) ∪ {uj−1}) − {u}�

:
��� u ��� ��������� 
� σ� uj 	= u� M
��� ����
wj 	= uj � ��� 
��� �
��
�
�
�� 
� wj = uj−1� .���� ���
��

	 
	 ��� 
�����
�� ��������� 
� �
�������

(	 u∗ /∈ V ′ ���� u′ = mσi
u
(u∗) = mσ(u

∗) ��� ���
��������� 
	 ��� ����� ������� �
��� �
��� σ(u′) =
σiu(u

′)� (	 u∗ = v1� ���� u
′ = u ��� ψ

(

σiu(u
′)
)

bu′ =
ψ(i)bu ≥ ψ(t)bu �
��� i < t� >
� ����
�� u∗ = vj 	
�
�
�� j ≥ 2� ���� u′ = uj−1 ��� �� ��� 
����
��� ��
���

ψ
(

σiu(u
′)
)

bu′ = ψ
(

σiu(uj−1)
)

buj−1

≥ ψ
(

σiu(uj)
)

buj/+�+0

= ψ (σ(uj)) buj/+�*0

≥ ψ(t)bu/+�H0

2����

� /+�+0 	
��
�� 	�
� ��� 	��� ���� u∗ = vj
��� ������� 
� σiu �
 uj−1 ���� uj ��� ���
 ����������
��� 	��� ���� 
��� u ������� 
�� �
�
�

� ������� σ ���
σiu ����� �� �
 /+�*0� 8
������ �����

� /+�H0 	
��
�� 	�
�
��� 	��� ���� u∗ ��� ������� �
 uj 
� σ ���� u ��� ���

����������

N�
�� ��� ��
�� ������ �� ��� ��� 	
��
�
�� ����

�������

��

-�)	�.����� "� ��	 ��� (σ, t, u) ∈ Rt� 1 ≤ t ≤ k�
f(σ, t, u) ���
���� k �������

������� -� �
��� 
� ��� 
����
��� ����
���
C���� +�# �

�� ���� �
�
��� �
 C���� 4�#� 
� 
� �
�
��A�
��� �
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	 ��� ���
������ 
� ��
� �������

�	�������� � � �0������
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∑
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∑
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��� 
	 ��� �����
��� C��
ALGM �� ��� �������� ��
��� 
	 ��� ���������
�����
�����
�� �
��������� �� �	�����	
���		
� ���
ALGA �� ��� �������� ����� 
	 ��� �������� ���
���

�
�
��������� ��
�� ��� ��
�� ������� 8�
� ��� ��
��
�
�����

�� �� �
������� �����	
���

ALGA ≥ ALGM

≥
(

1− 1

e

)

OPTM/-�40

≥
(

1− 1

e

)

OPTA

.���� �����

� /-�40 	
��
�� 	�
� ��� ��
� ������
� ���
��� #�# � ��� ��� ���� ���� ���� �����

� /-�#0�
��
� �
������� 
�� ��

	�

+ '�������
�� �� ��		
� �
� �������

�
�� �
������� ��
����� 
� 
� ������� ���	������ �
 �����
����
��� �
�� ������ ��
���� ��
� ����� �
 ��� 	
��
�
��
������� ���
�
����

�
������� 3��� ��		
�

• 6���� v �
 ��� ��������� ��
���
� 
� u ��
��
���
�
��� bu /�����
�� �
�� ���
����
��0�

(� 
� �
� ���� �
 ��
� ���� ��		
� ���
���� �
�
����
�
�� ���

 
	 �� ����� 1

2 �
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%	��� 3��� ��		
� ��
����� � �����
�
��� 	�
�� ��
,-. �� ��	
�������

�� ������ ����	
�
� ��
�
����

%	���� 5
��
��� �� 
��
��� 
O
�� �����
��� ��� �
������ u ∈ U ���� 
� ������� 
� ��� 
��
��� 
O
��
�����
�� ��� �
� 
� ��� ������ ���
�
���� >
� �

�
�� � ������ u∗ ∈ V ���� 
� ������� �
 ��� ������ u 
�
��� 
��
��� �����
��� (� ��		
�� u∗ ���� ���� ����
������� �
 � ������ u

′ ∈ U � ���� bu ≤ bu′ � �
��� u
��� ��������� ���� u∗ ��� ��
�� �������� :
 ��3��
������ ��� �
�� 
	 bu �
 u

′
� >
�� ���� ���� u

′
�
��

�
� ��� ������� �
�� ���� 
��� I 
� 
� ������� 
���
�� ��� 
��
��� ������� 
	 
�� ������� 
� ��� ���
�
���3�
�����
��� ���� ��� �
�� 
	 ��� ���
�
��� 
� �
 �
��
���� ��� ����� 
	 ��� �����
�� 
����� �� ��� ���
�
����
.���� ��� ���
��

(� 	���� ��
� 	���
� 1/2 
� �
��� 	
���		
� �� ��
��
�� ��� 
������� 
� 8
���� +� �
��
��
�� 
	 ���� �
�
��

	 ��� 	
��
�
�� ������ 
� 	
�� ����
���� �
�� u1, u2 ∈ U
��� v1, v2 ∈ V � -� ε → 0� ��� �
����
�
�� ���

 
	
��		
� ����� �
 1

2 �

bu1
= 1 + ε

bu2
= 1

u1

u2

v1

v2

u1

u2

v1

v2

u1

u2

v1

v2

GREEDY

matching

Optimal
Graph edge

Matching edge
matching

8
���� +� .��� 
������� 	
� ��� ��		
� ���
�
���

>
�
�� ���� ��
� �
������������� ���
�� 
� ��
����
��
�� �
����� ������ ��� �
������ ��
� ���� �������
��� �� �������� �
����
�
�� ���

 
	 (1− 1/e) ���� ���
��
���� ��� ������ &� ��� 
���� ����� 
	 ��� ��
����
��� ���� �
)������ 
��� ε 
� ������ 
� ��� ��
�� ��������
���� ��		
� ��
�
��� � �

� �
����
�
�� ���

� -�
��� ���� �
��� 
	 �� ��������� ��� ��
���� 
� ��� ��

����
��� 
� ��� ������� �
 �� bu1 = 1 ��� bu2 = 1 + ε�
���� �� ε ��
�� ������ ��� �������� �
����
�
�� ���

 
	
������� ��
�� �
 1

2 ��� 
� ������ ��������� 
� ��� ��
�� �
� �� 1

n � �
 ������
��� ��		
� ����� �
 ���	
��
���� ���� ��� ��
���� ��� �
���� ������ ��� �������
���	
��� ���� ���� ��� ��
���� ��� �
����� ������

� 	
�
����
 +���
� ��� (
.���
�) ��
	
����
��
� '���
������
�

F����� ���� 
�� ���
�
��� �������� ���� ��
��� bu

���������� 
	 ��� 
���� ��
����� ��� 	��� ����
�	�����	
���		
� ���
���� ��� ���� �
��
��� �
��
���
�
�� ���

 
� � �
���	���
 ��

	 ���� ���� 
�������

����� 
� ���������

�� 
� ��A�
���� �
��
�� ��� ��
���
���� 
	 
�� ���
�
���� 
�� �
��� ����
����� ���
��� ����
��� ����
� 
	 ���������
���� {bu}u∈U � ��
�� 
� ��
��

O
�� � �
���
�� �������� 
�	
����

� ��
�� ��� �� ���
��

���� (� ���� 	
��
�� �� ��
�
�� 
���
�

� �� �
 ���
��
� 
� �
� ��� �����

5
��
��� ��� ��
 
���� 
�������� 
� 8
���� *� 1
��
��� �
������� �
��
����� 
� G1 ���� ����� ��
�����
��� ����� �� ��
� ���� ������� ���
���� ��� ����
�
��
��� �
����
�
�� ���

 
� G1� :
�
������ �
�� �
��
������ �
��
����� 
� G2 ���� �
���� ������ ��
�����
�������
�� ��		
� �� ��� 
��
��� ���
�
���� &� ���

���� ����� ������� ��� ��		
� ��� 	�� 	�
� 
��
�
��� 
�G2 ���G1 �������
����� :
��� ��
 
�������� �
��

����
��� ������ 
	 ���������
���� ����
�� �
���� �
)���

�� �������
��� ��
� �����
�� �������� ���� �� ��� �
�
�� �
�
�� ���� 
�	
����

� �� �������
�� ��
���� 
����
���������� ��� 
��
���
�� 
	 
�� ���
�
��� ��
��� ��
�
�������

��

1

1

100

100

1

1

100

100

U1 V1 U2 V2

Graph G1 Graph G2

Equal weights ⇒ Ranking Skewed weights ⇒ Greedy

Order of arrival Order of arrival
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���� *� ��
 
�������� �
�� ��� ���� ���������
�����
��� �
���� �
)��
�� 
��
��� �������
���

/  ����� ���� 	�������� "�����
��

(� :���

� +� �� ��
��� ���
��� #�# 	
� ������
G(U, V,E) ���� ���� |U | = |V | ��� G ��� � ���	���
�����
��� �� ��� ���
�� ����� �������

�� �
�� ,���
� 	�� �
�
'���

�� �
 ��� ��'�
�

�� ��� �����

�� 
��
�
���� 
� ��� ��

	� ��� ���
�
��� ����
�� ����������
���� �� ,��� ��� �	�����	
���		
�� �� �
�� 
���

���
�� ����� �
�
'���

�� ��� ��� ���� 
	 ��� ��

	 	
��
�
�� ���
��� C��M∗(G) �� � ���
��� ��
��� �����
��

� G(U, V,E) ��� U �� ��� ��� 
	 ����
��� 
� U �������
�� M∗(G)� ���� �� ��
� ���� OPT(G) =

∑

u∈U bu�
 ���
�� ��� ��'�
�

� 
	 Qt ��� ����� �� ������

��� ��'�
�

� 
	 Rt �
�

Rt = {(σ, t, u) : u ∈ U � σ(u) = t ��� u 
� ��������� 
� σ}

��� ��
�� ����'�
�

� �
����� ��� 	��� ���� 
	 �
������ u 
� ��
 ������� �� M∗(G)� ���� �� �
 �
����
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�
��
��� u ��
�� ��������� � ��� ������ 5
�����������
�����

� /+�40 ������� �
�

B − xt ≤
∑

(σ,t,u)∈Rt
bu

kn

��
�� 
� ���� �
���� 	
��
�
�� �
��������� 
	 �����

�
/+�70�

/@�+0 ∀t, xt ≥ B −
∑

s≤t
αs

C�� Eq(t) �� ��� ����

� 
	 /@�+0 	
� t� �� ����
����
��� Eq(t) �� ψ(t)−ψ(t+1) ��� ��� 
��� 1 ≤ t ≤ n
�
 
���
� � �
��
��� 
������
�� /�
�� ψ(k + 1) = 00�

∑

t

(ψ(t) − ψ(t+ 1))xt ≥ ψ(1)B −
∑

t

ψ(t)αt

N�
�� ��� ��'�
�

� ψ(t) = 1− (1− 1
k

)(k−t+1)
�

∑

t

ψ(t)αt ≥ ψ(1)
OPT(G)

k
−
∑

t

(1− ψ(t+ 1))

k
xt

5
��
�
�� ��� ��
�� �����

� �
�� /+�##0� �� ����

1

k

∑

t

ψ(t)xt ≥ ψ(1)
OPT(G)

k
−
∑

t

(1− ψ(t+ 1))

k
xt

∑

t

xt ≥ ψ(1)OPT(G)−
∑

t

(ψ(t)− ψ(t+ 1))xt

≥
(

1− 1

e

)

OPT(G)

�� k → ∞� �
��� ψ(1) → (

1− 1
e

)

��� ψ(t) − ψ(t +
1) = (1−ψ(t+1)

k → 0 �� k →∞�

0 � 1���� +�

� ��� ��
����2�� ����������
���� 0��� &������

(� ��
� ����

�� �� �
�� ������ ��� ��

	 
	 � �
��� �
���
	
� ��� �
����
�
�� ���

 
	 � ����
�
��� ���
�
����

���� ��� ����� G(U, V,E) ��� ���� ��
���� ��� 
��

�,���
�� 
� �
 '�� � �����
�� 
� G �
�� ���
���
�
��� ��
��� 
	 ������ D���

�� ����
�� 
	 ��
� ��
����
���� 
��� ����

��� ���� �
 �
������ 	���
� ��� ��
���
���� ���� ��� ����
��� 
� V ���
�� 
� �� 
��
��
������� .
������ �� ���� �
� ���� ���� �
 '�� � ��

	

	 ��
� �
��� �
��� 	
� ����
�
��� ���
�
���� 
� ���
�
��������� �� ��
�� ��� ������ ���� ��� ���
�
��� 
�
�����
���� �
 �� ������	���� - ������	��� ���
�
��� 
� ��
�
�
����� ��
����� ��� ����� ���� �����
�� ���� ��� ���
���� ��
���� ��� ����
��
�� �� ��� ���� 	���
��

5
��
��� � ����� G(U, V,E) ���� ���� U �
���
��
,��� 
�� ������ u ��� ���� ������ 
� v ∈ V ��� �� ����
�
 u 
	 ��
��� bv� 8
� v1, v2, ... �
 �� ��� 
���� 
� ��
��
��� ����
��� 
	 V ���
�� 
��
��� 1� E�
3� ��
��
����

� ��A��� 	
� �� �
 ��
���� � ��
���
�
�� �
���
���

�

��� bv1 , bv2 , ... ���� ���� �
 ������
�
��
� ���
�
���
��� ���	
�� ���� 
� ��������

�� �� �
�� ���
�� ���
����
� 
	 ���� ��
���� 
� ��� ���� 
���� 
� ��
�� ���
�
�����
��
�� ����
��� 
� V ���
��� ���� (bv1 , bv2 , ...) ���
�
 
�� 5
��
��� ��� 	
��
�
�� n ����
�� 
	 ���� ��
�����
8
� ����� 1 ≤ i ≤ n� bi = (Di, Di+1, ..., Dn, 0, 0, ...)
��� �
 
�� ����� D 
� � ��A�
����� ����� �������
:���
�� 
�� 
���� �
���
���

� ��

��� ���� 
�� 
	 �����
n ����
�� 
	 ���� ��
���� �
�� ����� ��
���
�
���

5������� ���������� 
	 ��� ����
� ��
�� 
� ��
����
OPT(G) = Dn� :
��� �� ���
�
��� 
� ������� �
 ��
������	��� ��� 
��
��� 
� ����� ��� ����� ���� ���
�

��
�	��� ��� ���
��� 
	 '��� k ����
��� 	
� ���� 
	 ��� ����
��
��� ����
�� bj � 1 ≤ j ≤ k� �����	
��� 
� ����
�
�
��
���
�� ������� b1, ...,bk �	��� ,��� k ������ .�����
�� ��� ���������
�� ��� ���
�
��� �� ��� ��
��� k ����
���� 
� ������� ��� k3�� ������ 
� V �
�� � �
�
�
��
��
��� �����

C�� ALG �� ��� ������
�
��
� ���
�
��� ����
������� ��� k3�� 
��
�
�� ������ �
�� � �
�
�
�� ��
���
���� �
 u� ���� ��� �������� ��
��� 
	 ��� ���� ��
���

�� ALG 
�
1

n

∑

i>k

Di� :
��� D 
� ������ ��
� 
� �� �
��

c
nOPT(G)� ����� c 
� �
�� �
������� -����
�� E�
3�
��
��
���� �� �
������ ���� ��� �
����
�
�� ���
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1
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