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������ ������ ��	��� ���� ���  ������ ��	

����� 	� 
���� �������� �	 ������	  ����	�����	�!

� �"������� ��
���#������ 	� ����� �	����	� �	 ����� ��� �	����	��� �	����	�� ��	 ���	���
 �����! �	 ����	���� ��� �	����	�� ���	 ��� �	�����	��

������ ��� �		$��� ��	����% ��� ��� �	��� ���� ���	��� ����� ����	���	��& ���	���	�%
����� 	����� � ��� ������% ����% ���� ��� ������ �
��� �� ���% �� ������� ���	�% ����
��� ������ �
��� �����$� '	�� 	� ��� ���� �	�� �� ��� �	 ������� ���	�% �� ��������% ����
��� ������ �
��� �����$ �	������������ (��� 	����� ���� ��� ���������� 	� ��� ��� ��

������ )* �� +* � ��,��

(�� ���	�� 	� ��,� ��	 ������� ��� ����� �� ��"���� 	� ��� ��	����� ���� �����%
���	����� ��� ��	�� ��� ������ �	��� �� �	 -* � ���� 
��	��� �	�� ������ 
������ -*
�� )- �� .	�����% ���� ����� ��� )- �% ��� ��� 
����� �	 �������% ��������� ��������
�	��������

(�����	��% �� ������� �	 ������� ��� ������ 	�  ���$ �	 � ���� -*� ���� ��� 	
/������
	� ������0��� ��� 	����� ��� ���������� ����  ������� ��	������ (�� ������� ��	�����
�� ��� �� ���� ��� �� 	������ ��� ��� �"���� ����	���� ����������% uh% 	� ��� ���$ ��
������� ���$� ���� �	��� ��� ����	���� ������������ '"���� ����	���� ����������% uh%
�  �	��� ������ �	 ��� �"���� ���������� 	� ��� �	��� 	��� ��� ������ �		$��� ��	�����

�� ����� ���	
��	�� �� ���� �����	�% �� ���� ��� ����� ��1������� �#���	� ��� �� ����%
����� �� ��� ��	 �������	�� ��� �#���	�� 2� ��	 ����	���� �	�� $�� �������	�� 
	��
��� �	��	����	� 	� ��� ���$ �	 ������� ��� ������ ��1�������% �� �	 �������� ��� ��	����
	� ��� ������� ��	� ���� ���	���	� �� ��� ���$� 3� ��� ��� �������� �	 ��� ���$ ��
����$��� �	 
� �	����� ���������� �� �������% �� ��  ���
�� ��� �	���� � ��� 
�� 	�
��� ��� 3�����	����% �� ��	� ��� �	�� �	 	���� �� ��� �	�� 	� �	������	� � ��� 
	��������
2� ��	 ���������� ��� �1��� 	� �� ������% �		� ����������% �� ��� ������ ����������
	� ��� ���$ 	� ��� ������ ��	����� 4�����% �� �"���� ��� ������	� ���� �	 5�� ��� ���$%
����� ���� ��� ���������� 	� ��	 �	���� � �#�� �������� ��	� ��� ����	��� ����� 	� ���
���$�

���� ��� ����	�� �	�����	�� �����	�� 2� 
���� ����  ������ 6��������	�� ��� �#��
��	� �� ���������� �		�������% ��	� 4	�����7� 8�% �� �	�� �	��� D&

α

[
1

r

(
δu(r, θ, z, t)

δr
+ x

δ2u(r, θ, z, t)

δr2

)
+

1

r2
δ2u(r, θ, z, t)

δθ2
+

δ2u(r, θ, z, t)

δz2

]
+Q(r, θ, z, t)

=
δu(r, θ, z, t)

δt
, (r, θ, z) ∈ D, t > 09���:

.���% u �� ���������� �� ��� �������� �	��� ����� α �� ������ ��1������� �� �� ������ �&

9���: α := α(r, θ, z) =
k

cρ
, (r, θ, z) ∈ D

����� k �� ������ �	����������% c �� ������� ��� ������% �� ρ �� ��������
�� ��� �	���% �� ���  ���$%  ���� ���� 	� 	��% ��  ��� (���% �� ����� ��� ���

��� ������� �� ��� ���$% 	��% �� �� �� �������� �	������ 
� ��� ��� �#���	� �� 9���:�
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������������� �� ������ ���� ��� ����� ���� ��� ������� ��������� �� � ���� ������ ����������

��� ������� �������

�������� �� ������ ���� ��� ����� �� �������� ����������� �� ������ ��� ���� �������� ����

 ��	! �� ��� ��������� �"����������� ���� ���������


kp

[
δ2u(x, y, t)

δx2
+

δ2u(x, y, t)

δy2

]
= cpρp

δu(x, y, t)

δt
, (x, y) ∈ P ��#!

ko

[
δ2u(x, y, t)

δx2
+

δ2u(x, y, t)

δy2

]
= coρo

δu(x, y, t)

δt
, (x, y) ∈ O ��$!

ks

[
δ2u(x, y, t)

δx2
+

δ2u(x, y, t)

δy2

]
−Q = csρs

δu(x, y, t)

δt
, (x, y) ∈ S ��%!

t > 0 ��&!

����� ��� ������ �� ��� ��������� �������


P = {[−xp, xp]× [0, a]}, ��'�!

O = {O1 ∪O2 ∪O3}, ��'�!

S = {[−xs, xs]× [a+ b, a+ b+ c]}, ��'�!

O1 = {[−xp,−xs]× [a, 2a]}, ��'�!

O2 = {[−xs, xs]× [a, a+ b]}, ��'�!

O3 = {[xs, xp]× [a, 2a]}, ��'�!

P,O, S ∈ R
2 ��'�!

����� P � O� ��� S �� ��� ��� ����������� ���� ������� �� ��� ��� ���� ��� ������ (������)��

�� ������ ��	� u �� ���������� �� ��� ������� ������� t �� ����� ��� Q �� ���� ���� ���� ����

�������� ��� �� �� �� ������ �� ���������� ��$� *�� ��������� a� b� ��� c ��� ��� ������ ��

��� ��� ��� ������ ��� ����� �������(����

���� � ��������	
�	 ��
	 ������ +� ���� �������� �� ��� � ,������� �������� �� ��������

��� ���������� �� � ��� ������ ���� ��� ������
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��� �������	 
�	���	 �� �� 
�����

����� f(x;σ, λ, μ) =
1

σ
√
2π

���

(
1

2

μ2(x− λ)2

62

)
, x ∈ R,

����� σ� μ� �	� λ ��� �	���	��� �	� x �� � ���������
�� �� ��	� ��� ������ ���� 
 ��� ��� � �� umax� ��� ����� � �� �� �� ������������

uatm� �	� ��� ���� ������	 ��� �� ��	 � � �� �� ��� !" � ���� ���	 umax� �� ��� ���

����	 �#����	� uf � �������� ��� ����������� 
 ��� ��� �� ��� ���� 
 ��� ��	�

uf (x) =

⎧⎪⎨
⎪⎩
f
(
x; 0.02, 1

(umax−uatm)
√
2π
, 200

)
, x ∈ (−0.044, 0.044),

f
(
x; 0.06, 1

(umax−uatm)
√
2π
, 300

)
, x ∈ [−xp,−0.044] ∪ [0.044, xp]

���$�

��� 
�	���	 �	 ���$� ������� �	 ��� ���� ����������	 �� ���	 �	 %� ��� ����  ���	 ��� ���	
���	�� �� � �� 
�� ��� �� �	 ����� ��� ���	� ���	�� �� �	 � ��	 & �� 
�� ��� �� �	�

%� ��� ���� '��� ����������	 �� ��� ���� 
 ���
��	� ������� �( �  �� ���	���

���� �����	
� �������� ��� ����

��� 	�� ���������� )����	 ��� ����� ��
���� ��� ��*���	 
 ���� ������	 ��� ��	
�	� ��� ��� �	� ��� �� �	� ��� ����+� %�
��� ���� ,�� � �� �	��	��� ������	 ���
��*���	� ����	�� �� ������ ���� ����� ��
���
��� ������� �	���� ������	 ��� ����+�
��� �	� ��	 ���� ���� ��� ����������� 	
����� ������ ��	������ ��� �#���� ������	-
���(� 	 ��� �����	�� 
���� 
 ��� ����� ��
���� 
� ��� ���	 �*��� 
 ��� �( �	�����-
�	 ���� ���	�
�� �( �	�����	�

� ������� ����� �� ������ ���� 	�(
	������� � 
��� �	�����	 ��+�� ������ .	
��������� ���� ���� ���	����� � 	� ���	 �
+�����	 �� ���	 �+�	 �

������	 � /�� ��0$!1� ���� ���	�
�� 	
��� ��	���( δ� �� ���	�� ���

���2"� k∇u+ h(u) · u(x, y, t) = h(u) · uatm, (x, y) ∈ δ�,

����� k �� ��� ������� �	��������( 
 ��� ����� u �� ��� ����������� 
 ��� ����� h �� ���
�	�����	 ��3���	� 
 ��� �	� � 
�	���	 
 u� �	� uatm �� ��� ���������� ������������

�� ��� �	�����	 ��3���	� �� ����	��	� 	 ��� ����������� 	 ��� ��	���(�� ���

���� �������� � 	
� �� ��������
� 
	 h
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 � �������� ���� � ������� ���	�����

�������� 	���
�
��� � ��� ����� ����

u(x, 0, t) = uf (x), (x, y) ∈ ΓPA������

ks∇u(x, y, t) + u(x, y, t)h(u(x, y, t)) = uatm h(u(x, y, t)), (x, y) ∈ ΓSA������

ks∇u(x, y, t) = 0, (x, y) ∈ Γ′
SA������

ko∇u(x, y, t) + u(x, y, t)h(u(x, y, t)) = uatm h(u(x, y, t)), (x, y) ∈ ΓOA������

kp
δu(x, y, t)

δy

∣∣∣∣
y=a

= ko
δu(x, y, t)

δy

∣∣∣∣
y=a

, (x, y) ∈ ΓOP������

ko
δu(x, y, t)

δy

∣∣∣∣
y=a+b

= ks
δu(x, y, t)

δy

∣∣∣∣
y=a+b

, (x, y) ∈ ΓSO������

uo(x, y, t)|y=a = up(x, y, t)|y=a , (x, y) ∈ ΓOP������

us(x, y, t)|y=a+b = uo(x, y, t)|y=a+b , (x, y) ∈ ΓSO������

t > 0������

����� uf 
� �� �� ��� 
� �����! u 
� ���"������� 
� ��� �"�	
 �� ����
� ��
�� uo! up! ��� us
��� ��� ���"������� �� ��� �������� � ��� ����
�� O! P ! ��� S ���"�	�
#���� $�� %
&��� ���
�� � &��"�
	�� ��"��������
�� � ��� ����� ��� 
�� �������
���

���� ���� ���	�
�� �	 �� ������ '		���
�& �� (��)! ���� 	��*
�&! ��� ����� 	������ �
��� ����*� ��� ��� �� �� ����� �� "��	��� ��
�� ��� ��
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�+ "��	���� ,� �����
-�� ���� ��
� ��
&�� ���� 
� ��� �� ����� �#�"����
�� ��� �� ����! �����
�� ���� 
� �����#�� �� �
� ��
" ���� 	��*
�&� .� ��
� ��	�
��! �� �
�� ��� ���� ������� ��
�		���� �� ����� ���� �����&� �#�"����
���

%��� (�! "� ���)! �� *��� ���� ��� ��"� � ��
�
�& ���� ��*�� "��	�! ��� ��� 	�����"���
�&
���� /�0! ��"���� �� ��� ���"������� �0	���! Δu = uw − usat! ����� uw 
� ��� ���"�������
� ��� �����! ��� usat 
� ��� ��
�
�& "�
�� � ����� �� � ����

1���! ��
�& ��� ���
#��
�� 
� '""���
0 2! ��� ���� /�0! Q 
��

����+� Q =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

∑
i

0.75 · 1000 · 1042(Δu)1/3 π

(
h

2

)2

, ���� 100 ≤ ui ≤ 107.76

∑
i

0.75 · 1000 · 5.56(Δu)3 4π

(
h

2

)2

, ���� ui > 107.76,

����� Δu = ui − 100! ui 
� ��� ���"������� �� ��� ith ���� ��� �� ���  �
�� ������� ������!
��� h 
� ��� �
����	� ������� ������

���� �	����� ��	�����	�� ,� ������ ���� ��� "�� ��� ��� �
� ��� ���� "�������� �����
��� ����* 
� ����� �� ��� ������! &
#
�& ��� �����
�& 
�
�
�� 	���
�
��� �� ��� ������

u(x, y, t) = umax, (x, y) ∈ P������

u(x, y, t) = uoil, (x, y) ∈ O������

u(x, y, t) = uini, (x, y) ∈ S������

t = 0������
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a �
���� �� ��� ���� �

umax ��� �
��
	��	
 �� �	
 ��� �

xp ������
���� �� ��� ���� �

cp ��
���� �
�� ��������  !" #$%�&

kp '�
	��� ���(���)��� !! *$�&

ρp +
����� �,-� %�$�3

�����

c �
���� �� ��
�% ���-! �

xs ������
���� �� ��
�% ����! �

uini .������ �
��
	��	
 �� ��
�% -� �

uatm /������
	�� �
��
	��	
 -� �

cm ��
���� �
�� �������� �� ����
 ���	�� -��0 #$%�&

km '�
	��� ���(���)��� �� ����
 ���	�� ���0 *$�&

ρm +
����� �� ����
 ���	�� �11� %�$�3

cw ������� ���	 ������	
 �� �	�� ���� �����

kw ������� ������	���	
 �� �	�� � !� "���

ρw #��$�	
 �� �	�� %%� & ����3

cs ������� ���	 ������	
 �� $	��� '('! �����

ks ������� ������	���	
 �� $	��� � ��&! "���

ρs #��$�	
 �� $	��� ���� � ����3

���

b )����	 �� ��� ��
�� � ��& �

uoil *��	��� 	������	��� �� ��� ��� �

co ������� ���	 ������	
 �� ��� &��� �����

ko ������� ������	���	
 �� ��� � �! "���

ρo #��$�	
 �� ��� %�� ����3

��� ����� ��	 
�� �� ������ �
 umax� uoil� ��� uini�

���� ������	�� �
	���	��� �� � ������ �������� ��������� � 
������ ��� ������

� ��� �� ���� ���� ���������� ����� �� �� �� �������� �������� � �� �� ���� ���������

��������� �
 �� ����� ����� ��� ���� ��������� ������� �� ��� ������� ������  ���� tf �
��
��� ������� �� ��������� !� ���������� �� ���� �� ���������� �
 �� ����� �� ������

��������� �
 �� ����� uini� ��� �� ��������� � �� ���� �
 �� ���� uf � "� 
���� ��

���� ��������� ���� �� ��� ������� ���� ���������� ��� ��� ������� ��� ���� ������� ��

��# ���# ��������# �$�� �� ������ �������� "� ���� ���������� �� �$�� �
 ��$���� ���

������� ������  ���� tf � �� �� ������ �������� ����� ��#����� ��������� ��� ����������

�� ����� ��	�

�����
�	�� �� 	�� 
	���� �� �� ������ ��$�����# �
 � ���� ������� �� �� ��������

��� �� �� �
 �� ����� �� ���� ������� ���������� ���� �� ���� �� ����� � ����� �

���������� �������� 
�� ��� ������

%���� �� ������� �� ���
���� ���� �� ����� ��� �� ��������� �
 ���� ��� ������
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a+ b+ c
2

a+ b+ c
2

a+ b

a+ b+ c

a+ b

a+ b+ c
j j

j̄ j̄

i i

���� τ �
�����

u(i, j̄) w(i, j̄) = u(i, j)

u(i, j) w(i, j) = u(i, j̄)

������ ��	
 ����������� �� ��� ������� �������� ��� ��� ����� S� �� ��� t ��� t+ τ �������

����� ������� � ������ �������� ����� ��� ������� ���� � � �������� �� ������� ���������
��� ��� ��� �����  � ����� ���� ��� �������  � ��������!���� " ��� � � �����#�� ������ #�
��� �� ������� ������� ����� $���������  � ��� � ��� ���� ���  ��� ��� ������� ���������
�� ������ 	�

��� ������� 	
��� ���� ��������� ��		��� �
���
��� %� ������� �� ���� ��� ����
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����� � � �� ���� ������� ����� �� ��� �� �� ���� ������������ +� ��� ����� �����  ������
��� ���� �� ��� ��� ����� ���� ���� )* ������ ��� �,������  � ��� ��� ����� � ��� ���
 ���� #� ������������� $���������  � ������� �� �� ��� ������� �������� #�� ��� ���� tf �
�� 	* ������ ) ������� ��� � �������

������� ���	�
���
� �� ��� ��� �� ��� 	��� uf � %� ��������-�� ���� � �� �� uf
 ���� ����� �� � �� �� ���� ��������� ������������ .� ����� �� uf  � ��� �� � ��� ���� ��
��� ����  ���� ������ ��� #� �#�� �� ������� � ������� ����������� �� /*� ����� �* �������
$���  � ��� �� ����� ���� ��� uf �����  � �������� �� ���� ��  � � ����������� �����
�������� #� � �� ���� �� ��������� #�� ��� ���� ������ �� ���0������ ���� � �����

$�� ������ �� 1	� )/2 ����� ���� #������������ ������� �� ���� ������ ��� �� �
��,���� ����������� �� )(*"�** �  ��� ��� ���# �� ��� ����  � ������ �� ������ �����
�� #��� ������ � ���� ���  � �������� � ���� ��� ���  � ��� �#�� �� ����� �� �0����#����
������������ 3��������� ��� ������ �� 1)*2 ����� ���� ������� �� ���� �� ���� #�
������� �� ����� ���� � ����� ����� �� � ��,���� ����������� �� 4** � ��� � �������
�� �** ��

.� ����� � �����#�� ������� �� ���� �� #� � ��,���� �� #����� ��� �������  ����
����� �� ���� �� #� ��������  ���� � ���������� �� ������ �� ����  � ������� �� �� uf
�� )5* ��

���� ���		��� ��� ����� $� ������� ��� ������� �� � �����  � ����������� � ��������
����  ����  �� ��� ����������� �� ��� ��� ����� �� S ����� ��� �,� y = a+ b+ c

2 �
$���� ��� u(i, j) #� ��� ����������� �� ����� (i, j) #����� ��� ���� �� t = tf � ��� w(i, j) #�

��� ����������� ������ �� t = tf + τ � � ��� �� ������ ��	�  ���� τ � ��� ���������
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b+ c− j)� �� ��� ��������� ��� ���������� ����� ��� ��� w� �� (i, j) ����


����� F := w(i, j) = u(i, j̄), (i, j), (i, j̄) ∈ S, t = tf + τ.
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�� � ������� ���������� �� ������ ���� ��� ���� �� ��� ����" ��� ��� ������ ����� -���� #

������� ���� ��� ����" ����� ��� �� ���� ����� + ������� ���� ��� ����" ����� �� �����

��� �.����� �� tf / � ���� ���� ��� �������� ������ v = [10011] ����� ���� ��� ������

�� �� ��� ����" �� ��� ��� ��� ����� ������ ���" �� ��� ������� ������� ��� �� ���������

��� ������ ����� +# ��������

�� ��� ������� ��������� ��'����� �� �� (. ��� ��.���� ������ �� ������� �� ��� ��������

������� �� ��� �� �����$ � ��.���� ���"��� ���� ������ ��������� ��� ���������� 0� ��� ����
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 ���


������� �� �	 ��
���� �
 ���� �� �� tf �� �����
 ��� 
����� �� �
����� �
 ��� �������

�������

���� ��������� ��� �����
� ��
����
 ���� �� �������� ���
 ��� ith �
��� �
 v �� � �

���


���� t = i · tf + τ, ��� i = 1, 2, . . . ,
20

tf
− 1,

����� ��� !
��� �����
� ����� ���� �� ������ ��� ��� ��� ����� ������ �� t�
"����
����� �� �!
� ��� ������� ���������� ������������ uh� �
 S �� �� ��� �������

����������� �� ���� ���� ���
� ���
� ��� �
���� �����
� �������� ����� ��
 �� ������
 ��

���� uh(x, y) := max
0<t<20

u(x, y), (x, y) ∈ S

#�� ������� ���������� ������������ uh� �� ��� �
���� �� ��� ����������� �� ��� �

�� �����
� ������� �� ��� ����������� �� ��� ����$ ���������� ���
�
� �
 ��� ��� ���� �� �

��
���� ���� ��� ��
�

#��
� ��� ��
���� ��������� �� ��� �� ��
���%� ��� �������
� �������&

min
v∈{0,1}n

���
(uh(x, y;v)), (x, y) ∈ S���� 

s.t. uh(x, y;v) ≥ 50 ∀(x, y) ∈ S���' 

u(x, y, t)|t=i·tf+τ =

⎧⎪⎨
⎪⎩
F (x, y), �� vi = 1, (x, y) ∈ S,

u(x, y, t)|t=i·tf , �� vi = 0, (x, y) ∈ S,

u(x, y, t)|t=i·tf , �� (x, y) ∈ P ∪O,

���( 

u(x, y, t)|t �=i·tf+τ �� �����
� �� ��� ���� �
 ���������
� ��� �� ��(���) 

����� vi �� ��� ith �
��� �� ��� �������
 ������ v� u �� ��� ����������� �
 ��� �����!� ����
��
F �� ��� �����
� ��
����
 �!
� �
 ���������
 ��*� �
 τ �� ��� ���� �����

"����
����� ����
 � ������� ���$�
� ���� �� �	 ��
����� �� ��
� �� �� ���� �� ���� ���
�����
� �������� �� �
� ���� �� �����
 � ����� ���
 uh� #��������� �� ������� ���!� ���
!�
��� ��
����
 �� !
 �
 ���� �� ��� ���� �
��� ���� ��� �+��� �� �� ���
 ������ ��� ���

uh�

#��
� �� ��
 ����� ������
 � ��&
���* 

u(x, y, t)|t=i·tf+τ =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

F (x, y), �� vi = 1; ∀j > i, vj ��� 
�� ��� 0; (x, y) ∈ S,

u(x, y, t)|t=i·tf , �� vi = 1; ∀j > i, vj = 0; (x, y) ∈ S,

u(x, y, t)|t=i·tf , �� vi = 0, (x, y) ∈ S,

u(x, y, t)|t=i·tf , �� (x, y) ∈ P ∪O.

,�� �������� �� ��� �������
 ������ ��� v - .� 	 � 	 	/� ���
 ��� �����
� ������� ����
���� ����� �tf ��
����� ������ ����
� � ������� �����
� ���� �� (tf ��
�����

#�� ��
���� ��������� ������ ��� �
 ���� ����� ��
����� �� ��� �������
� �����
�
��& �

�
����� ���������
 ��� ��� !��� ��
������
 � � !�
��� ��
����
� � ����� �� ������
� ��� 
���
��
������
� �
 � ������
� ��������� #�� �������
� ������
� ������
 ��� ������� �� ��� ��
����
��������� �
 
��� ��� ���������� ���� ,�� � �������� �� ����� ���������� ��� ,����� ����
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�������� ������
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���� �� ���

���	�� �	��

��� �� ���	�
���

�������� 	�	�	�� ����

��� ��� ���� ������

	� uh � �� � ∀(x, y) ∈ S

��� !����� ���� "

#### �

��� !����� ���� "

$��� uh

�����	�� �	���	� ���!���� 

%��� �����	���
%����� ���� �����

&	�� ��&���

���� uh

����' ���

��������	���

���������

�����	��

(��

)� *��

)� *��

������ ��	
 ������������ ��������� ��� ��� ������� ��� ����������� ��������

���� ������	 
�
�	������ �� ������� ���������� �������� �� ��������� �� ��� ������ �����

����� �� ��� �� ������� � ������ �������� ������������ ������ ������� �����������

��� ������� ��������� �� �������� �������� �� ��� ������� �������� �� ��� ������

�������� ����� ��������� �� � �������� v ������ �� ������� ���� �� ��� �� � �����������

�� �� ������ � ����!���� ����" ����� ��� ����" �� ������ �� ������� ## ��� $# �� ��

��� ��� ������ �������� �� ������ ��� ��� � �� ���������� ���������� uh �� ��� ����"�

� ����� ��� uh ��������� ������ ������� ��� ����� ���� ��� �������� ������ �������� ����

���������� ��� �����%���� ����������� &���� ��� ������ �������� ��� �� �� ������� �� ���

������� ���������

&� ������ ���� ��� ����" �� ���%������ ���"��� �� �������� ���� uh �� ���� ���� ��� ��

�� ����� #' �� (��������� ��� �������� ����� �� �������� � ��� ����� �� )))) � �� ������

���� �������
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 �����
��	�� ��� ������� 	
������ ������� 	 ��� �����	���� �� ��
��
����� ���� 	 ��
������� ���������� 	�� ��	���� ���������

����
��	 ��	�
��	� ������ ��
����� ������� ���� ��
����� ��� ���������� ��� ��
������ ����
���� �	���� 	�������� �� ����� ������ ������ ����� 	 
���� ����� �� ������� ����� ���� ������
�	� ��	
�� �� ��� �������� (������� ��	
�/

√
r) ����� r �� ��� �	�� �� ��� ��
����� ��� � !	��
��

	 ��
������ �������� ������ ��� �	����� �	��� �� ����� ��	
�� ������ �	
���

��������� ��	�
��	� �� ���
	�� ��� ���
�����	�� ������� �� ���	���� �� 	 ����
	�����
��� ������� 	
������ �������� �� 	 ��������� �������� ��	� ��
���� ��� �	������ 	� ���������
�� ��� ��
������ ��������� 	�� ���� ���	��� 	 ���
� "�� 	 ��� ��
�����# �� ��
������ �����	

������� ��� ���� �	����� 	�� �������� ��� ��� �

$���� �� ���� 	 ��������� �������� ��	� ���� ��� ith������ �� ��� ���
�%� ��
����� �&�	
 ��
������ ��� ith������ ��� '	���� ( �� ��� ith������ ��� '	���� � ���� �&�	
 ����	��
���� (
	)�� �� *+ ������� �� ��� ���
�%� ������� ������� ��������� ���
� ��� ��	����� ������� 	��
������ ��� ��� ����� �	���� ��� �

�� ������ ��	� ��� ���� ��
����� ��� �	�� ����
	���� �� ���������� �� �������� ��	� ����
��
����� �� �
���� �� ��	� �� ��������� ����	����� �� ��� ��)� �����	�����

��
�
��	 ��	�
��	� �� ��������� ��� ��
������ ���� ��� ����
	����� 	 ������
� ��������
���� ��	���� �������� �	� ���� �� ����� ��� ������� �� ��� ��
����� �������� ,	�� �����
�	� 	 - ������� ����	��
��� �� ����� ��	���� �� ����� ��	���� ��� 	 + �� �� ��������� �� ���
������	
 ��	���

���� �
����	� ���
����� (� ��
������ ���	���� �� ��� ������� 	
������ 	�� ��
���
� ��
�� ���&��� �� ��� .����/ ��
������ �� ��� �����	
 �������� �������	 �� ������ ��	� ��� 	
��	��
������������ ������� ��� ��� �������� ���������
��

0� ��� ��� 	)�� ����� �� �����	����� �� 1+� 	�� ��� ��� 	)�� ��	

 �����	����
�� ��� ���� 	 ��
��	��� �� �� ���� �	�� ��	� �� ��� �	� uh ��� ��� �����	�� �� 	� 
�	��
� � ��� ��� ����������� �����	������ ��� ������� 	
������ �� �� &��� 	�� ������ uh�

(� ��� 2( ���
� 
���
� ������� 	 ��3����� ��
����� �	�� ���� �� ����	��� ��� ���������
��� ��� ���� 	�� �������� ��� ���� ��
����� �� ��� ������

�� ���� �����
��	� 4� ���� �������� �� �)�
	�� ��� ��� ����� �
���� ����� �	� ���
�� 	�� ���� �� ������ ��� �����	���� �� 	 ���	� 	� ��3����� ����� ����� �� ���	�� ���
���
 ������� �� ������	
 ����
���

���� �������� �����
��	�� ��� ��	�� �	� ��������5�� �� ��	�� �� �����	���� 	 ���
��� ��� ��	�� ���� ��� ����	��� ������� ����� ��� �� 5 · 10−4 � ����� �	� �� �������	��
��������� ���� ��� ��	��	
 �������5� �	� ������� �� 1 · 10−4 � ��� ��	�� �	� 	
��
��������5�� �� ���� ���� ��� �������� ��� �� +�- �������� 	�� ��� ���
 �	� ���� ���
	���
��� 	 ���	
 �� 1+ ������ ����� ��� �������
���� ������ 4� �	�����
	�� 	 ��	������� �����	

'6, ���
 �	� ����� 	� ������� �� 	 ����	
 �� ��������	
 ���
�

��� 7������ �������� �� ���������� 1�� �	� ��
������ �� �������� ��� ���
	���� ����
��� ���	� ��
�

� 	 ������������ �������	� 	�� ����	����� ��� ���
	���� ���� �����	
 ����������
	� �� "1�1-#� ���� �������� ������� �����	���� �	�	 	� ���� ������ ���� 	� �������
	����
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 � �������� ���� � ������� ���	�����

��� �������	
����� ��	� �� ��	 �����	� ���	�� ��� �	���� �� ��� ���	��

������ ��	
 ��� ������ ���� ���� ��� ������������

�� ��� ����� ��� ������ ���� ����� �� ��� ���������� �� ��� ������� ������ ���� �� ��
���������� ���� �� ���������� ��� ������� ���������� �� � 	 	 �������!"������ ������� umid�
����! ������ ����� umid �� ������� �� �#��� �� ��� �������� ���������� ������ $������ ���
������ %��������� ��� ����� ��� ��� �� &'�() ��� ����� *��� ���� umid ��� ����� ���� ��
������������� �������� �� �����

���� ������	
�� ����	�� ������ �� ������ ���� ��� ������ ���� �� +	,� (- ���� ����� ���
��� � ������ �� .�.( � ����� �� +	,� (- ���� ���� ���� ������ ���� ��� ��� ��� ���� ���
�!�� �� ����! ����� �� ����� �� ����! ���� /� ������� �������

�� +(-� ��� ������ ���� $����� ���� ��� ���� ������� �� �� ����� ��� ������ �� +	,- ����
$����� ����� � ��� , ������ ���������� �� ����� ����������� ���������� �� ������ ���
��������� �� ������� ��� ��� ��0����� �����������

1��� +	,� (- ���"������� ����� ������� ���� ��� ���! ���� � ����� #������! �� ���� �� �� ���
�� ���� ���������� �� ������� ��� ��� �� ��� ���� ��� ������ � ����� �� �  �� � ����� ��
	 � ���� ��������� � ������� ������ ����� 2������� ��� 345 ��� �������! ����������
������� ��� ���� 6�� ������ ��	 ��� � ��������� �������������� �� ��� ������ �����

��� ������ ���� ��� ��������7�� ��� �������� �� �������� �� ���������� ��	� ����� ��	
�����7�� ��� ������� �������� �� ��� ���������� ��� ������� �� �� ��� �������� ��������

��� ��� �������� �� �������� ���� ��� ������� ���� ��������� �! ��� ���� ��� ���� ���
�8������� �� ��� ���� ����� ������ ��� ����� �� �8��������� ������� ���������� �� ���� ����
��� ���� �� ���������

�� �����	� ��� �
�����
��� �����  �	 �����7�� ��� ������� �������� ��� ���� ��� ���"
������� ���������� ����� ��� ������ ���� ���! $����� ����� ������! ������� ��� �������
���������� ��� ��� �������� �������� ��� ��� ������� ��������� ����� ��� ����� ��� �������
�� �� $����� �� ��� ���� ����! tf � ��� ����� ��� ������ �� �  ..�� �� � ����� ���"�!�
������ ���� ��� ���������� ��������� �� 9:�;:1 +	/-�

��� �����  �	� �� �� ����� ���� ��� �������� ������� �������� ��� ��� ��� <����= ����������
��� �8����� ��� �������� ���� tf > .� �� !����� � ��� uh ���� �� ������ ���� ���� tf >
	 ��� 2������� ��� ������ �������� ������ ��� �� �����! ���������� ���� � �������� ������ ���
tf > .� �� ? �! ������ � 7��� ����� ����! ����!� ����� �� ����� ���� �������� � ��� uh
�� ,@ � ��� tf > .� ��� ����� �� ��A�������! ������ ���� � ��� �� (� ��

4������ ����� ��� ������ �������� ���� ��� ������� �������� ��� ��� �������� �� ��� ����
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����� ���	 
�������� �� ����� ������� ���� ��� ����������� ��� ��������� ��������� �����

������� ���� ��� �������� ���� ���� ���������� �� ��� ������� ���� ������� ��� ������

�����������

������ �� 	
�� ���� tf  ��� ������ ���� �� ���� ���

����� �� ���������� ����
����� ���� � ���������� ����
�����

���� ����

��� � ��� �� 16.3± 2.0 ����

��� �� ���� �� 27.2± 5.4 ����

���� ���

��� � 	
� �� 15.5± 2.64 ����
�� 11.9± 2.02 ����
�� 15.5± 2.80 ����
�� 18.5± 2.64 ����

��� � 	
� �� 12.0± 1.05 ���
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������� �� ���� ���� ������� ����!������� ��� ���� uh �� "# ��� $	 � ������������� %��
&� �� ��	 ��� � ������� �� ����� ����������� ��������

� ������ �� ���� ���� ��� '������ �� ���� ��� �������� ����������� �� ��� �� ������ ����
�( �) ����  ���� ��� "* � ������� �����������  � ��� +%,� ���  ��������� -$.� /������)
������� ��� ���� ����) ��� �� ���  � �������� ��� �������� ������ ������� ������������)
��� ������) �� ���� � ����� �� ������ �� ����!����� &�� �� ��������� �� ���� ����� ��� ����
 � ����'�� �� '�� ��� ������� ����������� �� ��� ���� ������ �� �������� �����) �� ���� ��
-	.) �� ��� ������� ����� ������� ����) �� ���� ��� ������� �� ��� ���� &�� ������� ��������
����  � ��� �� ��� ����  � ������� �������� ���� �� ������ ���� �� ����� �� ������������
 ������ �������� ������� ���� ��� ���� '����� ������ ��� ������) ��� ������� �������� ����
����� ��������0� �������� ������� ���� ���� 1��� ���� ����� ���� ���� 1��� �� ������� ����������
���� ���� 1��� ��� ����������

&�� ���������� ��������� ��� ��������� ���� � ����!���� 2���� �$ ��������� ���� ���� ��
���������� ������ ������ 	( ����� �� ��������� /������) ��� ������� ���� �� ���� ������'��
�� �� ���  ����� ��� ����� �� ���� ������ &� ������ ����������� ����) �� ������� ���� ���
�� ���������  � ���� �� � ����� ������ �� ����!����������� �������) �� � ������ ����������
������  � �����0��) ���� �� ��� ����������� ��������� ���� �� -	.) �� ������� ������) ���� ��
������� ������)  � ������� �� ��� ������� ���� ���

&� ������ ��� ������� ����� ���� ��) �� ��������� ���� ��� �� ������ �� �� ���� �����
 � ��� �������� ����� ���� �������� ����� ����� ���) ���� �� ���� ����������� ��� �����
����������) �� � ���� � ��� �� �� ���������� &���� ��������� ��� ����  � ���� �� � ����������
����� �� ������� 1��!����� ����� ��� �������� ������� �������) � ������� ��������� ����� ���
 � �������� �� � �� ������� ������� ��� ����'�������

�����������) ��� ����� �� �������  � ��� ���� ����������� ��� ������������� ����
�� ��������� ���� �������� �� ���� �� ������� 3� &��������) � ���� ������ ����� ����
��������� ��� �������� �� ����) �� ������������ �� -#.) ��� ������ ��� ���������) �� ���������
�� -4*.) ���  � ��������� ��� ������0�� ���� ��� &�� �������� �� ��������� ���� ��� �����
���� �� ���� ����� �� ������ ��� ���� ����� ��� ��� ������ ������� ����� ��� �������� �����)
�� ���� �� ������� ��4� �� ��4�) �� �� ����� ����� ���� ����� �����) ������  ��� �� �������
���� ��� ���) ��  � �� ����� ��� ���� ����������� �� ��� ����0����� ������ ��������) ��
��������� ���� ������ ����) �� ��������� ��� � ���� ������������� ���� �������� ����� ��
����) ������������������������� ���������� � ����� ������������� ���������������������
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��� �� �� ������	 �� �� ����	 �� �� �� �� ��������� ���������	 �
 ���� ���������	 ������ ������� �	
� ������� ����������	������� ����� �
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��� ��  � !���	 �� "�#��	 �� $� %�&���'	 �� (� %���� ������ �
 �������� �����	 ���������� �	 ���
�������� �
 ����������� ���� ��� �� �	 �	�������� ������ ������ �	 � ��� ����� �� �� �������� ����� (�
)!! 5�!��� �� ������� ��� &�&���� 
������� !"�!���������������,���6�()5,��,����

��� "� )� ���� �� �� ��  ����*� !��� "�	������	� (!
� 7"��3 8 *!��� 9!/!1��� :�. (����3� �����
�&� �� +� ���,��� !��� #��	�
��� %+;�$.,9"��� :�. <!�1� :�. <!�1� �����
���� -�.-� ��& �� %�.�� $�� ������ �
 �����	 ����� �	 $��� �������	��% ����������� &��� �	� �'���	��

�
 �	 ����	�	 ����	�� (�� $��� ���� �	 �������� �� ������� �����3 =!�2���� %$�$���� �� �������
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 �����	 ������	���.� (� )!! 5�!��� �� �������
��� ������&� 
������� !"�!���������������,���6,���������

���� ��� �������*�	 /�1�� /�	���� �������� �����	�� ����� 
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'� '������ ����� (�)� ����

kair �
����� ����������" �� ��� �((* +,�-

. /������������ ������������ ��� �,�2

β 0��1����� �� �
����� �2������� �� ��� 3.32 · 10−3 -−1

ν -�������� ��������" �� ��� 15.69 · 10−6 �2,�

�
��� 3 ���������� �
� 3����� ������ k �� �
� �
����� ����������" �� ���� ��� L �� �
�
�
������������ ���.�
 ��� �� 44� �

5� .������� �
� 3����� ����� �� ��������� �� �����	

6��78 3L = C(/�L'�)m,

�
��� /� �� �
� /���
�� ������ '� �� �
� '������ ������ ��� 0� ��� � �������� �� �
�
�
��� ��� ���$.������ �� �
� ����� ��� �� 447 �

�
� /���
�� ��� '������ ����� �� ��$��� ��	

/�L =
gβ(us − uatm)L3

ν2
6��48

'� =
ν

α
,6��*8

�
��� g �� .������������ ������������� β �� �
� ���1����� �� �
����� �2������� �� ���� ν �� �
�
��������� ��������" �� ���� ��� α �� �
� �
����� ����������" �� ��� ��� �� 44� �

�� �
� '������ ����� ��� ��� �� ��� �9����� �" ������� �� ����������� �
�� ���� ��
������ �� �� �������� �� �� ����� ��� �� ��� �

:�� 
���;����� ������� �
� 3����� ����� ��� �
������������ ���.�
� <� �� ���������� ��
�������	

3L =

{
0.54(/�L'�)1/4 ��� 2 · 104 < /�L'� < 8 · 106
0.15(/�L'�)1/3 ��� 8 · 106 < /�L'� < 1011

6���8

L =
A

p
,6���8

�
��� A ��� p �� �
� ���� ��� ��������� �� �
� ������ �����������" ��� �� 44* �
:�� �������� ������� �
� ��������. �������� �� ��� �������	

6��)8 3L = 0.68 +
0.670 =�1/4

[1 + (0.492/'�)9/16]4/9
, ��� =�L < 109,

�
��� L �� �
� 
��.
� �� �
� ������ =� �� �
� =�"���.
 ������ ��� �� ��$��� �� �
� ������
�� �
� /���
�� ����� ��� '������ ����� ��� �� 44*>44� �
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kst

[
δ2u

δx2
+

δ2u

δy2

]
= cstρst

δu

δt
, (x, y) ∈ T, t > 0+��	,

kp
δu

δy

∣∣∣∣
y

= ko
δu

δy

∣∣∣∣
y

, (x, y) ∈ ΓTP ∪ ΓPT , t > 0,+��%,

����� kst� cst� ��� ρst �� ��� ������� ����������� � ������ ����� ��� ����� �� ������ ����
���������� � ��� T �� ��� %����������� ���� �������� � ��� ������ ���� �������� �� ���
����

$�� -������ �������� �� ����������� ���� ��� ������� ����������� �� ��� ��������
����� �� ��� ���) ������� .% �� ��� ������ ���)�� ���� ��� ����� ������� /0 �� 1��������
��� � ��� ��2���� ����������� �� ��� ��� ��� ������ ������ �� ��� ���) �� ��� �������
���� ���� �������� ��� ������!�� �� 1������2 ��

3��� ���� �������� ���� � �� ������� ���)��� ���� ���� ��� ������� �������� ��
��� ���� ��� ��� � ���� ���� ���������� ��������� ����� �������������������������������� 
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�������� �	 
�������� �� ��� ���� Q	 ,�-�� �� ����������� Δu = uw − usat!
�� ������ �� �� ��������� � ����! Δu! ���� �� � ���� �++ �! ��� ��������! ��� ���
�� �.����� ��� ��� /� �� ����������� � ������� �������! �� � ������ ���� �� � ����
��������� �� ������ � ��� �++ ��

0� ���� ������ �� �� ��� ������� �� �������! ���� ���� �� ���! ��� ��� ��� ���
�� ��������� �.������ ���� 1)! �� "+(2 � �������� ��� /� ��� ��� ����! Q/A	

3���4

{
1000 · 1042(Δu)1/3, ���� 0 ≤ Δu ≤ 7.76

1000 · 5.56(Δu)3, ���� Δu > 7.76,

����� A �� ���� ��� usat �� �� ������� ��������� �� ���� � ��� ��-���
5� �� ��������� $�'! �� ������� ����� �� �� ��������� �� ���� ��� ������ ��� ���6

������ �������� �������� �� ����� ����! �� ����� ��� uw � �� �� ��������� ��
�� ���� � �� ����! u�

5� ��� /� �� ��������� ��� �-��� ���� �� �� �� 7��� ������ �����! �� ��7��

A = π
(
h
2

)2
! ��� ������� Q/A �� +�(" � ����� �� �.����� �� ��������� $�&� ��� �.�����

�� ������ �� +�(" � ��/�� �� ���������� �� �� ���� ����� �� (" ������ �����
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